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Az Ité-formula

Ha F kétszer folytonosan derivdlhaté n-vdltozés fiiggvény, és (X)) _;
folytonos szemimartingdlok, akkor tetszbleges t idépontra

F(X(t)—F(X Z /t aF )) dXi (s) +

== Z/ a?<,2£< s)) d [Xi, X] (s) .
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Az Ité-formula

A formuldnak szdmos olvasata van. Elészor tegyiik fel, hogy az X egy
lokdlis martingdl. Ha F egy kétszer folytonosan derivalhaté fiiggvény,
akkor az F (X)) szintén sztochasztikus folyamat, amely értéke egy (t, w)
pontban éppen F (X (t,w)) . A formula szerint ez a transzformalt
sztochasztikus folyamat két folyamat Gsszegére bonthaté. Az elsd, mivel
az X most egy lokalis martingal, egy lokalis martingal szerinti
sztochasztikus integral, vagyis egy lokdlis martingal. A masodik egy véges
véltozasa folyamat, az [X], szerinti sztochasztikus integral, vagyis egy
véges valtozasa folyamat. Vagyis az F (X) transzformilt folyamat egy
lokdlis martingal és egy véges valtozasl tag 6sszegére bonthatd, vagyis egy
szemimartingdl. Mdsképpen az Ito-formula szerint egy lokdlis martingal
kétszer folytonosan derivalhaté fliggvénye szemimartingdl.
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Az els6rendii kozelités

Rogzitsiink egy [a, b] szakaszt és vegyiik a szakasz egy (tx) particiojat.
Tekintsiik az

FX () = F (X () = K (F (X () = F (X (t2))
teleszkopikus felbontast. A kézonséges Newton-Leibniz-szabaly esetén
F(X (tes1) = F (X (t0)) = F/ (X (Ti)) (X (tey1) = X (86)) =
= 51 (X (0) (% (8602) = X (0).

Vegyiik észre, hogy az igy kapott

L1 5 (X (1) 06 () = X (1)

Osszeg altaldban nem konvergdl a megfelel6 sztochasztikus integralokhoz,
ugyanis a Ty kozelitd pontokat nem a [tx_1, tx| szakaszok kezd8pontjanak
kaptuk.
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A masodrendii kozelités

A teleszkopikus Gsszeget becsiilhetnénk mdsképpen is. Ennek a klasszikus
esetben nincs értelme, most azonban célszer(i, ha a Taylor-formula 3ltal
biztositott

FI (X (tk-1)) (X (t6) = X (te-1)) + %F" (X (Th)) (X (t) = X (t4-1))?

mdsodrend(i kozelitéssel éliink. A mdsodik derivélt egy kvadratikus alak,
igy az X () pontban vett F” masodik derivalt az X (tx) — X (tx—1)
helyen éppen

(X (8) = X (t-1)) "+ H - (X (86) = X (tx-1))

médon ithat6, ahol H = (ai% (X (rk))> a masodik parcialis
derivaltakbdl &ll6 Hesse-matrix. Tehdt a mdsodrendii tag

- (X (7)) AX; () AX; (k) -
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A masodrendii kozelités

A Taylor-formula szerint a mdsodrendii tagban levé T, tovabbra is a
[tk—1, tk] egy alkalmas koztes pontja, de a kdztes Ty az elsérendii tagban
nem szerepel csak a masodrendii tagban. Az elsérendii kozelités éppen az

/bF/(X)dX:i bg(X)dx,

a i=1 a

sztochasztikus integralokhoz tart. Mivel a keresztvaridcié névekményének
becslése alapjan

AX; (tk) A)g (tk) ~ A [Xiv)<j] (tk)

ezért
°F °F
3xi% (X (k) AX; (te) AX; (th) = o (X (i) A [ X, X ()] -
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A masodrendii kozelités

Tehat

¥ g (X (70) A (8 A% (1) =

~ Y S (X (1)) B 1% X (1)
= ~ 0X;0X; k Ak
b a2F
a 0Xj0X;

(X (2)) d X, Xj] (2)

Vegyiik észre, hogy a masodrendii tagokbdl képzett integral a négyzetes
keresztvaridcié szerint képzett integral, vagyis kozonséges Stieltjes-integral,
igy az a tény, hogy a T, nem az intervallum kezdépontja nem okoz gondot.
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A masodrendii kozelités

Az Itd-formula a Newton—Leibniz-szabdly &ltalanositdsa. A két formula
kiilénbsége a masodrend(i tagokban van. A klasszikus analizisben a
masodrendii tagok értéke nulla lenne, ugyanis ha egy F filiggvény kétszer
folytonosan derivdlhaté, akkor az F”’ folytonos fiiggvény az [a, b] véges
szakaszon korlatos, tehat

1
EZF"(Tk)(tk—tkq)z < ZKY (tk— 1) 2 <
k k
Kmax|tk—tk 1|Z te — ty— 1)
k

NIR—R N - r\.)\l—l

Kmlz'ax|tk— ti—1| (b—a) — 0.
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|dotol fiiggd alak

A tébbdimenziés It6-formula specidlis esete amikor Y (s) = F (s, X (s)),

ahol az F egy kétvidltozds, kétszer folytonosan derivdlhaté fliggvény. Az
[t6-formula szerint

(b)—Y()—F(bX(b))—F(aX())Z

_/baF d+/ )) dX (s)+
b 92F ba2
+§ a@(S:X(S))d[S]ﬂLQ ag(SX())d[X](S)JF
+/baasax () d[s, X] (s).
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|dotol fiiggd alak

Kénnyen beldthats, hogy tetszbleges véges [a, b] szakaszon [s] = 0.
Valéban, triviadlis mdédon

E (S,E") — s£?1>2 < m’?x

k

5k 1‘2‘ Sk 1

Az 6sszeg éppen b — a. Mivel a felbontds finomsdga definicié szerint
nulldhozt tart a névekmények négyzetes 6sszege nulldhoz tart. A
keresztvaridcié szintén nulla, ugyanis az X trajektdridinak folytonossdga
miatt

s, X] ()] =~ <

; (sk = sk—1) (X (sk) — X (sk-1))

< t-mfx]X (sk) — X (sk-1)| — 0.
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|dotol fiiggd alak

A madsodrendil tagban tehat hdrom tényezé elhagyhaté, igy

F (b X (b)) —F(aX(a) = /abaaI:(s,X(s))ds—l—

boF
+/a (5. X (s) dX (s) +

+% f?;(syx(s))d[x] ()
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Parcidlis integralas formuldja

A formula jobb megértése céljabdl érdemes megvizsgalni a parcidlis
integralds formuldja és az It6-formula kapcsolatat. Egyrészt az
[t6-formulabdl kdvetkezik a parcidlis integralds formuldja: Ha

F (x,y) = xy, akkor alkalmazhaté az Ité-formula. Mivel 9F /dy = x,
d0F /ox = y, a két masodrendii parcidlis derivalt nulla, valamint a vegyes
parcidlis derivalt éppen 1, ezért

F(X(b),Y (b)) = F(X(a),Y(a) =X (b)Y (b) = X(a) Y (a) =

b b 1 b
/de+/ de+27/ 1d[X, Y],
a a 2 a

amibdl a parcidlis integralds formuldja evidens.
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Parcidlis integralas formuldja

Az Ité-formula egyik igen elegans bizonyitdsa arra épiil, hogy a parcidlis
integrdlas formuldjdval belatjuk az It6-formuldt polinémokra, majd az F
fuggvényt és derivéltjait egyenletesen megkozelitjiik polindmokkal, illetve a
poliném, megfelelé derivaltjaival. Kénnyen lathatd, hogy az Ité-formula
linedris, vagyis ha igaz egy F és egy G fiiggvényre, akkor igaz az F + G
fliggvényre is. Elegendd tehat a formulat csak az F (x) = x" alakd
polinémokra igazolni. Ezt indukcidval végezhetjiik el. Ha n = 0, akkor

x" =1, és a formula trividlisan igazolhaté. Ugyancsak trividlis az n = 1
eset. llyenkor a formula az

X(b)—X(a):/abldXJr;/abOd[X]

azonossagra egyszerlisodik.
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Parcidlis integralas formuldja

Ha n = 2, akkor a formula éppen
b
X2 (b) — X2 (a) :2/ XdX + [X],
a
ami a parcidlis integrdlds formuldbdl evidens. Tegyiik fel, hogy az allitast
mdr egy n-re igazoltuk, vagyis tegyiik fel, hogy az

n(n—1)

X" —X"(0) =nX""eX+ 5

an2 ° [X]

egyenl8séget mar belattuk. Az X"1 = X" . X szereposztassal alkalmazva
a parcidlis integralds formuldjat

X" X" (0) = X" e X + X e X"+ [X", X].
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Parcidlis integralas formuldja

Az X" képletét beirva az X @ X" integrdlba az asszociativitdsi szabdly
alapjdn

-1
XeX"=nxxlex+ 1172 ("2 ) xx"2 o [X].
A polaritdsi formula szerint
(X" X] = nX""! e [X] + ”("z_l)x"—2 o [[X],X].

Vegyiik észre, hogy az [X] korldtos valtozast az X folytonos, ezért a
masodik integral integratora nulla, igy csak az elsé tag marad, vagyis

(X", X] = nX"" e [X].
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Parcidlis integralas formuldja

A két képletet a parcidlis integralas formuldjdba visszairva a jobb oldal

(n+1)X" e X + ”(”Q_I)X"1 o [X]+nX""Le[X]

amely éppen

n(n—1)+2n

(n+1)X"e X+ >

Xn—l ° [X]
ami pedig

(n+1)X"e X+

n((n_ 1) + 2)Xn—1 ° [X]
2

vagyis éppen a formula n+ 1 kitevére.
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Karakterisztikus fliggvények kiszamoldsa

Normalis eloszlds karakterisztikus fiiggvénye Ité-formulaval.

Elegendd kiszamolni az N (0, 1) karakterisztikus fiiggvényét. A

z — exp (itz) kifejezés mint komplexbdl komplexbe haté leképezés
tekinthetd R?> — IR? kétszer derivélhaté fiiggvénynek. Kiilon alkalmazva a
formuldt a valds és a komplex részre az Ité-formula alapjan

exp (itw (s)) —exp (itw (0)) = it‘/os exp (itw (u)) dw (u) +

(it)z/otexp(itw(u)) d[w (u)].

—_

3

2008 17 / 39
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Karakterisztikus fliggvények kiszamoldsa

A két oldalon varhato értéket véve:

E (exp (itw (s))) — 1 = —%t2E (/OS exp (itw (u)) du> .

A két integralt felcserélve

E (exp (itw (s))) — 1 = —%t2 /05 E (exp (itw (u))) du.

Derivalva az

%E (exp (tw (5)) = — 5 °E (exp (itw (s))).

Az egyenletet megoldva

E (e itw (5))) = o (5.

2
Ha s = 1, akkor w (s) eloszldsa N (0,1), igy
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Karakterisztikus fliggvények kiszamoldsa

Ha a komplex szdmokat el akarjuk keriilni, akkor az Ito-formuldt a

w — cos tw és w +— sin tw szereposztasokkal kell alkalmazni, majd a két
oldal varhaté értékét venni. Minden esetben ki kell haszndlni, hogy a
sztochasztikus integralok valédi martingdlok, ugyanis az integrandusok

korlatosak.

2008 19 / 39
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Karakterisztikus fliggvények kiszamoldsa

sintw (s) —sintw (0) = t/oS cos tw (u) dw (u) — > /Os sin tw (u) du.

Ebbdl
E(sintw(s)) —1=—— [ E(sintw(v))du,

vagyis a differencidlegyenlet

d t?
Ef(s) = —Ef(s)v f(0) =0,
amibdl

E (sintw (s)) = 0.
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Karakterisztikus fliggvények kiszamoldsa

cos tw (s) — cos tw (0) = —t.“/oS sintw (u) dw (u) — > /Os cos tw (u) du.

Ebbé| :
S

E (cos tw (s)) — 1 = —% E (cos tw (u)) du,
0

vagyis a differencidlegyenlet

d t2
Ef(s) = —Ef(s)v f(0) =1,

amibdl
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Lokdlis martingdlok, amelyek nem martingdlok

Mivel a lokalis martingal szerinti sztochasztikus integrélok lokdlis
martingdlok, ezért lokalis martingalt konny( csindlni. Ugyanakkor
dltaldban nem kénnyii garantdlni, hogy valédi martingalt kapunk. A gond
az, hogy az aldbbi szdmoldsban fel lehet-e cserélni a varhatd értéket és a
hatdrértéket: Mivel T, /" co és az X" definicié szerint martingdl, ezért
X (s) = Jlim X (sATp) = lim X™ (s) = lim E (X™ (t) | Fs) =

n—oo

—E (n|mexTn (t) | .7-"5> = E (nILmOOX(t/\T,,) | .7-"5> —E(X(t)| F).

A hatdrérték és a varhaté érték azonban dltaldban nem cserélhetd fel. A
mértékelméletben beldtott két kritérium altaldban nem hasznilhaté. A
monoton konvergencia tétel haszndlata reménytelen, ugyanakkor altaldban
nincs olyan integrdlhaté ¢ majorans, amelyre

X (t,w)| < ¢ (w) € LF(Q).
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Integralhatoé lokdlis martingal, amely nem martingal

Ha ilyen van, akkor persze az
(X(tATa)| <&

is teljesiil minden n-re, igy a majordlt konvergencia tétel hasznélhaté. Egy
masik kevésbé ismert kritérium a kovetkezé:

Ha ¢, — ¢ és a (C,) sorozat korlatos az LP (Q)) térben valamilyen p > 1
esetén akkor

lim E(Z, | F) =E(lim g, | F) =E@| 7).

n—oo

A tétellel kapcsolatban érdemes hangstlyozni, hogy az dllitds p = 1 esetén
mar nem igaz.
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Integralhatoé lokdlis martingal, amely nem martingal

A kritérium specidlis esete egy dltaldnosabb kritériumnak, amelyre mint a
(§,) sorozat egyenletes integralhatésagdra szokds hivatkozni. Ha az
egyenletes integralhatdsagi kritériumot haszndlni akarjuk, akkor a

E,=X(tNT)h)

sorozatnak kell az LP (Q)) térben korltosnak lenni. Az alabbi példa
lényege, hogy ez nem kovetkezik az X (t) valtozok LP (Q)) korlatossdgdbal.
Vagyis eléfordulhat, hogy a folyamat értékeibdl &ll6 halmaz LP (Q)
korlatos, vagyis egyenletesen integrdlhatd, de a megallitott valtozék
halmaza nem korlstos.
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Integralhatoé lokdlis martingal, amely nem martingal

Létezik L%-ben korltos lokalis martingal, amelyik nem martingal.

Tekintsiink az IR3 térben egy w standard Wiener-folyamatot. Ez definicié
szerint azt jelenti, hogy a koordinatak fiiggetlen Wiener-folyamatok. A

t = 0 pontbdl eredd problémdk elkeriilése céljabdl tegyiik fel, hogy a w
folyamatot csak a t > 1 idépontokra vizsgaljuk. Késébb meg fogjuk
mutatni, hogy mivel a dimenzié hdrom, majdnem minden kimenetelre

w (t) # 0. Ugyancsak késébb Iatni fogjuk, hogy ismételten a hdrom
dimenzié miatt ha t — oo, akkor

R(t) = [w(t)], — .
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Fuggetlen novekményii folyamatok Gsszege

Ha Xi és X, fiiggetlenek és fiiggetlen névekményiiek, akkor az X1 + Xy is
fiiggetlen névekményii.

X1 és Xy pontosan akkor fiiggetlenek, ha tetsz8leges (t;) sorozatra az

(X1 (t7)) és az (X (t)) vektorok fiiggetlenek. Legyen t > s és &; = X (s)
és 1, = Xi (t+ h) — X; (t). Az egyiittes eloszldsokat felirva, elészér a
fliggetlenséget, majd a fiiggetlen névekményeket, majd ismét a
fiiggetlenséget haszndlva

P(li€B,6€BL €€ Q)=
P, eBineG)P(C,eBn,cC)=
=P €B)P( € G)P(§, € B )P (1, € &) =
=P(,€B,5,€B)P(n € Gy, e ().

2008 26 / 39
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Fuggetlen novekményii folyamatok Gsszege

A monoton osztaly tétel segitségével

P ((¢1,82) € B, (11111,) € C) =P ((¢1,&,) € B)P((ny,17,) € C)

amibdl a ¢; + ¢, fiiggetlen az 17, + 77,-tél. A gondolatmenetet kettd
helyett véges sok véltozéra alkalmazva kapjuk a lemmat.
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Fuggetlen Wiener-folyamatok kvadratikus keresztvaridcidja

E

Ha a w; és a wy fiiggetlen, akkor [wq, wp] = 0. Ugyanis
([w1 +wo] — [w1 — wa]).

De a fiiggetlenség miatt a (w; + wy) /+/2 Wiener-folyamatok, igy a
kvadratikus varigciéik megegyezik. (Mivel fiiggetlen névekményiiek
elegendd az eloszldsokat kiszamolni.)

Ebbdl kdvetkezéen tobbdimenziés Wiener-folyamat esetén az
[t6-formuldban a mdsodrendii tagban a vegyes tagok nulldk, vagyis a
masodrendd tag

;/OtZ:X?f(w(s))ds.
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ggvények és az Ité6-formula

Definition
Valamely f tobbvaltozés fiiggvényt harmonikusnak mondunk, ha

az
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Harmonikus fiiggvények és az Ité6-formula

Ebbol kovetkezéen ha w standard Wiener-folyamat, akkor

f(w(t) —f(w 2/ ale(w )) dw; (s /Af

Ha f harmonikus, akkor

Fw () = £ w(0) = X [ - (w(s)) dw s).

A sztochasztikus integrdlok lokdlis martingélok, igy ha az f harmonikus,

akkor az X (t) = f (w (t)) folyamat lokalis martingal.
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Harmonikus fiiggvények és az Ité6-formula

Ha n = 3, akkor az f (x) = 1/ ||x]
R3\ {0} tartomanyon.

= 1/r fiiggvény harmonikus az

ar 1

— = 2x; = ﬁ.

Jf . 1 or . Xj

o rfox; 3

9°f 1-r3 —x3r20r/0x; 1-r3 —x3rx;/r

ox? ro r®

1
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Harmonikus fiiggvények és az Ité6-formula

Kovetkezésképpen az Ito-formula miatt az
1
M (t) = = =
R
(© Wl (1) + w2 (1) + w3 (1)

= f(wi(t),wa(t), ws(t))

lokdlis martingal, ugyanis a masodrend(i tagokat tartalmazé korrekciés tag
az Ité-formuldban a Af = 0 miatt nulla. Ahhoz, hogy a példa kész legyen

meg kell mutatni, hogy az M nem valédi martingdl, de korldtos
L2 (Q)-ban.
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A lokalis martingal korlatos a négyzetesen integralhaté

fliggvények korében

A koordinatak fiiggetlensége miatt a (wy (t),ws (t), ws (t)) egyiittes
stirliségfiiggvénye a normalis eloszlds siiriiségfiiggvénye alapjan

exp | —=
k=1 27Tt 2t
Megmutatjuk, hogy

x2
E(M(t) = 12 L 3exp(—;z k)d)\g(x)g

S K<oov

vagyis hogy az M folyamat az L2 (Q)) térben korldtos. Ha ||x|| > 1 akkor
az integral feliilrél becsiilhetd az P (||w (t)|| > 1) < 1 valésziniiséggel.
Ha ||x|| < 1, akkor a t > 1 miatt az integranus masodik fele nem nagyobb

mint 1/ (@)3
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Korlatossag

Jelslje B az R” tér egységgomiét. Igy elegendd megvizsgalni az
[ IIx]| % dA, tipust integralok konvergenciajat. Legyenek n és a
tetszblegesek. .Az egyszeriiség kedvéért feltessziik, hogy a norma a
maximum norma.

G (k)= {1/2k+1 < |Ix|| < 1/2"},

akkor

/10‘(,')% - / %d)\n:
5 T ov(0) T
1 1
_ L oan, = / LA,
Lcoo B = L o T

k
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Korlatossag

A szumma mogott dllé integral minden k-ra trividlisan véges. Mivel
246G (k) = G (0) = {1/2 < x| < 1},

ezért a helyettesitéses integrdlds koordinatdnként alkalmazva n
helyettesités utdn

1 1 n
L dr, = / k)" dA, =
/G<o> [l G (k) ||2kx||“< )

2k(nfﬂé)/ 1 —dA,.
Gk Il
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Korlatossag

Amibdl
1 1 d
Sy = [ gdh, Y 27K,
/B [ co) IxI* " iz
és ez utébbi éppen akkor konvergens, ha n > «. Mivel most n = 3 és
a = 2, ezért az integral, miként allitottuk véges.
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A végtelenben valé viselkedés

Az n = 3 feltétel miatt a Wiener—folyamat nomdja majdnem mindenhol
végtelenhez tart, ezért lim; oo M (t) = 0. Az L?-korldtossdg miatt a
folyamat egyenletesen integralhaté. Igy a konvergencia nem csak majdnem
mindenhol, hanem L'-ben is teljesiil, vagyis

lim E(M () = lim [|M (8)], = | im M ()| =0

ami ellentmond annak, hogy az M martingal, ugyanis ilyenkor a varhaté
értéke konstans.
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Az ellentmondas egyenletes integralhatésagal

Egy mdsik megfontolds. Ha M martingal lenne és t < s, akkor
M(t) =E(M(s) [ Ft).
A torony-szabdlybdl kovetkezd
IECIF)-EWm[FA), = E(EQC—n[F)])<

< E(E(S—nl]F))=
= E(Ig=n]) =g =7l

egyenlétlenség miatt a feltételes varhaté érték az L!-konvergencia szerint
folytonos, igy

M(t) = SILTOM(t) = SILn;oE(M(s) | F) =
- EQQJM@\E):EWIE):O

lenne, ami ismét lehetetlen.
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Az ellentmondas kozvetlen igazolasa

Az ellentmondds az egyenletes integrdlhatésdgra vald hivatkozds nélkiil is
kicsikarhaté. Ha az M martingdl lenne, akkor alkalmazhaté lenne az
energiaazonossag. Igy minden t < s esetén

1M (s) =M ()" = M (s)]|* — [|M (£)]|*

Ebb&l kovetkezden az s — ||M (s)|| monoton névekedd lenne. Mivel
korlatos, ezért a végtelenben konvergens lenne. Ebbdl kovetkezden az

(M (s)) Cauchy-sorozat lenne, igy az L2 (Q)) tér teljessége miatt a

lims—co M (s) hatdrérték L2 (Q))-ban is létezne. Mivel minden L?-ben
konvergens sorozatnak van majdnem mindenhol konvergens részsorozata,
amely sorozat hatarértéke, miként tudjuk, nulla, ezért az L2 (Q)—ban vett
hatarérték szintén nulla. Igy ||M (t)|| < lims—co |M (s)|| = 0, vagyis az M
azonosan nulla lenne.
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