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A feltételes varhato érték definicidja

Definition

Ha ¢ tetszbleges val6sziniiségi valtozé és F egy tetszbleges o-algebra,
akkor az E (§ | F) valésziniiségi valtozét a ¢ F-re vonatkozé feltételes
vdrhaté értékének mondjuk, ha

@ az E( | F) mérhetd az F o-algebrara nézve,

@ minden F € F esetén érvényes a kdvetkezd egyenlbség:

/ngPz/FE(Cl}")dP.

Akarcsak a ¢ az E (¢ | F) is valésziniiségi véltozo, igy csak majdnem
mindenhol értelemben definidlt. A ¢-nek integralhaténak kell lenni, bar
nem kell az integralnak végesnek lenni.
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A feltételes varhato érték tulajdonsdgai

@ Ha ¢ > 0, vagy a ¢-nek létezik véges vdrhatd értéke, akkor az
E (| F) jol definialt. Az elsé esetben az értéke lehet 400 a masodik
esetben az értéke véges.
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A feltételes varhato érték tulajdonsdgai

@ Ha ¢ > 0, vagy a ¢-nek létezik véges vdrhatd értéke, akkor az
E (| F) jol definialt. Az elsé esetben az értéke lehet 400 a masodik
esetben az értéke véges.

@ A feltételes varhaté érték additiv, vagyis ha a ¢-nek és az 1-nak
létezik véges feltétles varhaté értéke, akkor az Gsszegnek is van, és az
Osszeg feltétles varhato értéke a feltételes varhato értékek Gsszege. Az
additivitds akkor is értelmes, ha a két valtozé nem negativ.
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A feltételes varhato érték tulajdonsdgai

@ Ha ¢ > 0, vagy a ¢-nek létezik véges vdrhatd értéke, akkor az
E (| F) jol definialt. Az elsé esetben az értéke lehet 400 a masodik
esetben az értéke véges.

@ A feltételes varhaté érték additiv, vagyis ha a ¢-nek és az 1-nak
létezik véges feltétles varhaté értéke, akkor az Gsszegnek is van, és az
Osszeg feltétles varhato értéke a feltételes varhato értékek Gsszege. Az
additivitds akkor is értelmes, ha a két valtozé nem negativ.

© Ha a ¢ mérhetd az F-re és a feltételes varhato érték létezik, akkor

E(C|F)=¢
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A feltételes varhato érték tulajdonsdgai

@ Ha ¢ > 0, vagy a ¢-nek létezik véges vdrhatd értéke, akkor az
E (| F) jol definialt. Az elsé esetben az értéke lehet 400 a masodik
esetben az értéke véges.

@ A feltételes varhaté érték additiv, vagyis ha a ¢-nek és az 1-nak
létezik véges feltétles varhaté értéke, akkor az Gsszegnek is van, és az
Osszeg feltétles varhato értéke a feltételes varhato értékek Gsszege. Az
additivitds akkor is értelmes, ha a két valtozé nem negativ.

© Ha a ¢ mérhetd az F-re és a feltételes varhato érték létezik, akkor
E(CIF)=¢

© Ervényes a kiemelési szabdly, ha az 77 korldtos és F-mérhetd, és az
¢-nek létezik véges feltételes varhaté értéke, akkor

EMmE|F)=nE(|F).

Az egyenl6ség akkor is teljesiil, ha ¢ és 77 nem negativ.
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A feltételes varhato érték tulajdonsdgai

@ Ha ¢ > 0, vagy a ¢-nek létezik véges vdrhatd értéke, akkor az
E (| F) jol definialt. Az elsé esetben az értéke lehet 400 a masodik
esetben az értéke véges.

@ A feltételes varhaté érték additiv, vagyis ha a ¢-nek és az 1-nak
létezik véges feltétles varhaté értéke, akkor az Gsszegnek is van, és az
Osszeg feltétles varhato értéke a feltételes varhato értékek Gsszege. Az
additivitds akkor is értelmes, ha a két valtozé nem negativ.

© Ha a ¢ mérhetd az F-re és a feltételes varhato érték létezik, akkor
E(CIF)=¢

Q Ervényes a kiemelési szabaly, ha az 1 korlatos és F-mérhetd, és az
¢-nek létezik véges feltételes varhaté értéke, akkor

EMmE|F)=nE(|F).

Az egyenl6ség akkor is teljesiil, ha ¢ és 77 nem negativ.
© Ha ¢ fiiggetlen az F-t8l, akkor E({ | F) = E({) .
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A torony szabaly

Q@ Ha F C G, akkor

EEBE|F)IG) =E(E]F).
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A torony szabaly

Q@ Ha F C G, akkor
E(EC|F)IG)=E(|F).
@ Ha G C F akkor

E(E(E|F)IG)=E(]9).
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A torony szabaly

@ Ha F C G, akkor
EEBQIF)IG)=E(@EI]F).
@ Ha G C F akkor
E(EC|F)IG)=E(E]9).
@ Speciglisan ha G = {®@, )}, akkor
E(E(C|F))=E(EE|F)[9)=E(@Q).

Ezt szokds a teljes varhatd érték tételnek is mondani.
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A feltételes varhato érték és a konvergencia

@ Ha |{,| < 7 és n-nak van véges varhaté értéke és &, — ¢, akkor
lim E(&,| ) =E(lm &, | F) =E@E|F)

specialisan a feltételes varhaté érték folytonos az Ll-ben.
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A feltételes varhato érték és a konvergencia

@ Ha |{,| < 7 és n-nak van véges varhaté értéke és &, — ¢, akkor
lim E(&,| ) =E(lm &, | F) =E@E|F)

specialisan a feltételes varhaté érték folytonos az Ll-ben.
@ Ha0<; <¢5...akkor

lim E(&, | F) =E (nlilnmgn | .7-") .

n—oo
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Martingalok definiciéja

Definition

Egy X adaptélt folyamat definicié szerint logikai martingdl, ha az X (t)
minden t id6épontra integrdlhatd, és tetszéleges s < t idopontok esetén

teljesiil az
E(X(1)|Fs) =" X(s)

Definition
Folytonos id6horizonton egy logikai martingdlt csak akkor tekintiink
martingdlnak, ha a trajektoridi jobbrdl regularisak.

Definition
Az X és az Y folyamatok mddositds erejéig egybeesnek, ha minden t-re
m

X(t) ™2 Y(t) vagy ami ugyan az minden t-re az X (t) és az Y (t)
ugyanazt a valdsziniiségi valtozét reprezentilja.

| \
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Szokdsos feltételek és martingalok

Ha teljesiilnek a szokdsos feltételek, akkor minden logikai martingdlhoz van
olyan martingal, amely értékei minden t idépontban majdnem mindenhol
megegyeznek a logikai martingal értékeivel. Ezt dgy is ki szokds fejezni,
hogy a szokdsos feltételek teljesiilése esetén a logikai martingalok
regularizalhatoak.
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Martingalok és filtracié

Ha teljesiilnek a szokdsos feltételek és ¢ tetszdleges integralhatd
valdsziniiségi valtozo, akkor van olyan X martingdl, hogy tetszbleges t-re

X(t) =" E(Z|F2).

Mivel teljesiilnek a szokdsos feltételek elegendd belatni, hogy a
t — E(&|F;) logikai martingdl. A torony szabdly miatt minden t > s
esetén

E(X(1)|Fs) =" E(E(Z]F2)|F5) "= E(8]F5) =" X(s).

Vagyis az igy kapott vdltozék logikai martingdlt alkotnak. A szokdsos
feltételek miatt az idézett tétel alapjan a folyamatnak van reguldris
verziéja, amely mar definicié szerint martingdlt alkot.
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Fliggetlen és staciondrius novekmény

Az X sztochasztikus folyamat

Q fiiggetlen novekményii, ha minden 0 < th < t; < tpr < ... < t
idépont sorozatra az

X (to) , X (t1) =X (to), ..., X (tx) =X (tk—1) ..., X (tn) — X (ta=1)

névekmények fiiggetlenek,

@ staciondrius ndvekményli, ha t > s esetén az X (t) — X (s) eloszlasa
megegyezik az X (t —s) — X (0) eloszlasaval.

© Ha a folyamathoz rendelt F filtracié adott, akkor a folyamatot
fuggetlen névekménylinek mondjuk, ha minden t-re és h > 0 szdmra
az X (t + h) — X (t) névekmény fiiggetlen az F; o-algebratdl.
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Lévy-folyamat

A X folyamat Lévy-folyamat, ha
Q@ X (0)=0,
@ az X fiiggetlen és staciondrius névekményii, és

© a trajektdridk jobbrdl regularisak, vagyis jobbrdl folytonosak, és
minden idépontban van bal oldali hatarértékiik.
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Fuggetlen novekményii folyamatok és martingalok

Ha teljesiilnek a szokdsos feltételek és X fiiggetlen névekményii folyamat
és minden idépontban létezik a folyamat varhaté értéke, akkor az

Y (1) = X () — E(X(2)

kompenzalt folyamat martingal.

Ha t > s, akkor

E(Y(1)|Fs) = E(Y(t) = Y(s) + Y ()| Fs) ="
IE(Y(8) - Y (5)|Fs) + E(Y(5)[F5)
E(Y (1) = Y(5)) +E(Y(5)|Fs) = E(Y ()| F) " Y (s)

A szokdsos feltételek miatt az Y reguldrizdlhaté. Minden fiiggetlen
névekményii folyamat jobbrdl regularis, ezért az E(X(t)) fiiggvény
sziikségszeriien jobbrdl regularis, igy az Y folyamat is jobbrdél reguldris.

Medvegyev (Corvinus, Matematika tanszék)
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Lévy folyamatok és martingdlok

Example

Ha teljesiilnek a szokdsos feltételek és X egy Lévy-folyamat és minden
idépontban létezik a folyamat varhaté érték, akkor az

Y (1) £ X(t) - t- E(X(1))

kompenzalt folyamat martingal.

A Lévy-folyamatok staciondrius és fiiggetlen névekményii folyamatok.Be
kell 1atni, hogy E (X (t)) =t-E (X (1)). A staciondrius ndvekedés
feltétele miatt

E(X(na)) = E(X(na)—X((n—1)a))+E(X((n—1)a)
E(X(a))+E(X((n—1)a)) =---=nE(X(a)).

Medvegyev (Corvinus, Matematika tanszék) Martingalok 12 / 53



Lévy folyamatok varhato értéke

Ebbal

igy ha t = p/q, akkor

e (x()) e (x(3) -2

A szokdsos feltételek teljesiilnek, igy az eléz6é példa miatt E (X (t)) jobbrdl
reguldris, ezért minden t-re E(X (t)) =t-E(X (1)).
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Lévy folyamatok varhato értéke

Lévy-folyamatok esetén elég feltenni, hogy az X (1)-nek létezik varhaté
értéke, ebbdl mar kovetkezik, hogy minden 0 < t < 1 esetén is létezik a
varhaté érték.amibdl mar kdvetkezik, hogy minden t-re létezik a varhaté
érték. Valdban: fiiggetlen valészinliségi valtozék esetén az
E(C+1n)=E(E)+ E (1) egyenléséghez elegendd, ha a (¢ + 17)-nak
létezik véges vdarhato értéke. A fiiggetlenség miatt

EG+n) = [ [ x+ydF (G,

—00 J —00

Fubini tétel miatt a kettds integdl pontosan akkor véges, ha a belsé
integrdl is majdnem minden y esetén véges, vagyis a

/O;X+de(X> = /O:OxdF(x)—}—y

véges, vagyis véges az E ({) . (Fiiggetlen ndvekményii folyamat esetén csak
azt tudjuk, hogy ha egy tp-ban van varhaté érték, akkor a 0 <t <ty is
van. De nem tudjuk, hogy utdna van-e. Példaul X legyen nulla egy pozitiv
szakaszon, utdna, meg a Cauchy-folyamat.)
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Lévy folyamatok varhato értéke

Meg lehet mutatni, hogy ha X egy Lévy-folyamat és FO a generalt filtracié
és F a nullmértékii halmazokkal kiegészitett kiterjesztett filtracid, akkor az
JF jobbrél folytonos, igy a gondolatmenet haszndlhaté. Ha ezt nem
akarjuk felhasznalni, akkor az aldbb belatott ¢, . (u) = ¢, (u) ¢ (u)
azonossagot u szerint derivélva

Peps (1) = @ (u) @, (u) + ¢ (u) @, (u).
Ha u = 0, akkor
IE(X(t+s))=i(E(X)+E(X(s))).

2008 15 / 53
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Lévy folyamatok varhato értéke

Ebb&l azonban nem kévetkezik, hogy az E (X (t)) linedris, ugyanis az
u(x+y)=u(x)+u(y) Cauchy-egyenletnek vannak nem mérhetd
megolddsai. De mivel az

h)—1

/ — | q)t(

¢ (0) = fim == —

figgvény a t szerint mérhetd, ugyanis folytonos fiiggvények hatdrértéke,

beldtjuk, hogy a linedris fiiggvény az egyetlen megoldas.
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Cauchy-egyenlet

Eleg megmutatni, hogy ha az u(x +y) = u(x) + u(y) egyenlet egy u
megolddsa egy a pontban folytonos, ugyanis akkor mindenhol folytonos
Xll_)rr;0 u(x) = XI|_)rr)1<0 u(x)+0=

= limu(x)+ limu(xo—x+a)—u(a) =
X—X0 X—X0

— i () w0 —x-+3)) ~ u(a) =

= Jim u(o+3) ~u(a) =u(o+a) ~u(a)

= U(Xo).
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Cauchy-egyenlet

Az additivitds miatt

u(0)=u(04+0)=u(0)+u(0) =2u(0)

vagyis u (0) = 0.

Legyen 0 = u (0) € U nyilt és V — V C U szintén nyilt. R = U, (r, + V)
ezért a R = U,u~ ! (r, + V). Mivel az u mérhetd, ezért az u~! (r, + V)
halmazok mérhetéek. Az egyenldség csak ligy lehetséges, ha legaldbb egy
W = u=t (V +r,) Lebesgue-mértéke pozitiv. .Ha

x,y € W=u"t(r,+ V), akkor

u(x) = mtvauly)=r+v,
u(x—y) = ulx)—u(y)=w—veVvV-V

gy x —y €uH(V—-V), vagyis W—-WCul(V-V)
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Steinhaus-tétele

De Steinhaus-tétele miatt a
oewW-Wcut(V-V)cut)

tartalmaz egy nulla kérnyezetet. vagyis az u a nulla pontban folytonos.

Theorem (Steinhaus)

Ha W Lebesgue-mértéke pozitiv, akkor W — W tartalmaz egy kérnyezetét
a nulla pontnak.
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Steinhaus-tétele

A belsé regularitds miatt van K C W kompakt, amely pozitiv mértékii. A
W tehat lehet kompakt. A kiilsé regularitds miatt legyen U olyan, hogy
W C U, az U nyilt és A (U) < 2A (W) > 0. Mivel a W kompakt, ezért az
Uc-tél valé tdvolsdga pozitiv, igy van olyan € > 0, hogy

B(0,e) + W C U. De ekkor minden y € B(0,¢) esetén y + WNW # @
ugyanis ellenkez6 esetben, felhaszndlva, hogy a A eltoldsinvaridns

AU >A((y+W)UW) = A (W) +A(y + W) =21 (W).

lgy y € W — W, vagyis B(0,e) C W — W.

Medvegyev (Corvinus, Matematika tanszék) Martingalok
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Fourier transzformacié

Legyen ¢ valdszinliségi véltozé. A

teR— ¢(t) =E(exp(itf)) = E(costl) + iE (sin t&)

fuggvényt a ¢ Fourier-transzformaltjanak nevezziik. Ha a ¢
eloszlasfiiggvénye F, akkor

o (t) = /JR exp (7o) dF () = /IR cos txdF (x) + i /]R sin xdF (x).
Haa ¢ = (&;,&,,....C,,) vektor véltozé, akkor

(P(t) = (P(tl,tg,...,tm)é
E(exp (i (181 + ol + -+ tnln)) = E (00 (1 (1,8))).

Il

v
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Poisson eloszlas

A A paraméterii Poisson-eloszlas Fourier-transzformaltja

¢ (t) = exp (A (exp (it) = 1)).

Valéban

) Ak 0 /\ k
p(t) = Eﬁexp( A) exp (itk) = exp ( Zk— exp ( -

k=0
= exp(A(exp(it) —1)).
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Normalis eloszlas

Az N (0, 1) standard normdlis eloszlds Fourier-transzformaltja

1 x2
t) = exp | —— | (cos tx + isin tx) dx =
o0 = o [ew(-5)1 )
1 x2
= exp | —— | cos txdx
27‘(/1R p( 2)

Medvegyev (Corvinus, Matematika tanszék) Martingalok
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A bederivalds tritkk

A t szerinti derivaltva, majd a derivaltat parcidlisan integralva x szerint

2

"(t) L e < X) sin txd
= ——— [ exp| ——= | xsintxdx =
¢ V2 JR P 2

= [1 ex (—X2> sin tx]c>o —/ L ex (—)(2) t cos txdx
V21 P 2 o IR V271 P 2
= —tp(t).

¢ (0) = 1, ezért teljesiil a

egyenlet. Kozvetlen behelyettesitéssel lathatd, hogy a

¢ (t) = exp (—t2/2).
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Unicitdasi tétel

Ha a ¢, és a ¢, vektorok Fourier-transzformdltjai megegyeznek, akkor az
eloszldsaik is megegyeznek.

Jeldlje £ az olyan u korlatos mérheté fiiggvények halmazat, amelyekre

E(u(8,)) = E(u(Zy))-
Az L trividlisan A-rendszer, amely tartalmazza, az exp(i(u, x)) alakd
trigonometrikus fiiggvények 7t-rendszerét. A monoton osztdly tétel miatt
az L tartalmazza a trigonometrikus polinomok dltal generdlt o-algebra
elemeinek karakterisztikus fliggvényeit. Ez utdébbi o-algebra megegyezik a
folytonos fliggvények altal generalt o-algebrdval, vagyis a
Borel-halmazokkal. Ebbdl kévetkezéen tetszdleges B Borel-mérhetd
halmazra

P(Z, € B) = E(xp(%1)) = E(xs(82)) = P(¢, € B),

vagyis a két eloszlas valéban megegyezik.
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Laplace transzformalt

Definition
Az

L(s) = E(exp(=s¢))

kifejezést az ¢ Laplace-transzformaltjdnak mondjuk. A
valésziniiségszamitdsban inkdbb az

M(s) = E(exp(s7))

lgynevezett momentumgenerdld fiiggvényt szokds haszndlni.

Mindkét fogalom hatranya, hogy csak az értelmezési tartomanyuk nem
feltétleniil az egész szamegyenes. A Laplace-transzformalt j6l haszndlhato,
ha ¢ > 0.

Ha ¢ > 0, akkor az L egyértelmilen meghatdrozza a ¢ eloszldsat.
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A normadlis eloszlds Laplace-transzformaltja

Ha a ¢ eloszldsa N (0,1), akkor a Laplace-transzformdltja exp (s%/2) .

Elop(—s) = —— [on (5 ) en (-9 dx -
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Fliggetlenség

Ha A és B két esemény, akkor az A és a B fiiggetlen, ha
P(ANB)=P(A)P(B).

Ha A és B két o-algebra, akkor A és B fiiggetlenek, ha minden

A € A és minden B € B esetén az A és a B fiiggetlenek.

Ha ¢ és 1 két valdszinliségi valtozo, akkor a § és az 1 fiiggetlenek, ha
a generdlt o-algebrdk fiiggetlenek, vagyis minden C és D
Borel-mérhetd halmaz esetén

P(eCneD)=P(ecC)P(neD).

A definicidk értelemszeriien dtvihetdk véges részhalmazokra, ahol
hangsilyozni kell, hogy minden részhalmazra is teljesiilni kell a
szorzatrabonthatdsdg feltételének.

Tetszbleges szamossagl halmazok vagy valtozok esetén az Gsszes
véges részhalmaz fiiggtlenségét koveteljiik meg.
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Fuggetlenség és eloszlasfliggvény

A G, és §, valosziniiségi vektorok pontosan akkor fiiggetlenek, ha
F = Fi-Fy, ahol Fy a &, és Fy a &, eloszlasfiiggvénye, és F a (&;,&,)
koz08s eloszldsfiiggvénye.

Ha a §; és a ¢, fiiggetlenek, akkor a felbontds teljesiil. Rogzitsiink egy y
szamot és legyen L az olyan korldtos mérheté u fiiggvények halmaza,
amelyekre

E(u(81)x {62 <y}) =E(u(&y)) - P(g2 <)
Az L A-rendszer. A feltétel szerint az L tartalmazza az u(x) = x (—o0, x)
fiiggvények 7t-rendszerét. Igy tartalmazza ezen 7r-rendszer &ltal generdlt
o-algebra szerint mérheté halmazok karakterisztikus fiiggvényeit. gy
minden C Borel-mérheté halmazra

PG, €C. & <y)=P( € COP(G, <y).

A gondolatmenetet rogzitett C-vel megismételve éppen az dllitdst kapjuk,
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Fliggetlenség és Fourier-transzormacio

A G, és {, valosziniiségi vektorok pontosan akkor fiiggetlenek, ha
@ = ¢, @,, ahol ¢, a & és ¢, a g, Fourier-transzformdltja, és ¢ a
(€1,8,) kozos eloszldsanak Fourier-transzformaltja.

Ha a ¢; és a ¢, fuiggetlenek, akkor a felbontds teljesiil. Rogzitsiink egy v
vektort és legyen L az olyan korldtos mérheté u fiiggvények halmaza,
amelyekre

E(u(Zy)exp(i(v,&5))) = E(u(y)) - E(exp(i(v,&5)))-

Az L A-rendszer. A feltétel szerint az £ tartalmazza az

u(x) = exp(i(u,x)) fiiggvények rr-rendszerét. Igy tartalmazza ezen
7t-rendszer dltal generdlt o-algebra szerint mérheté halmazok
karakterisztikus fiiggvényeit. Igy minden B Borel-mérhet halmazra

E(xg(G1)exp(i(v.85))) = E(xp(&1))E(exp(i(v.§,))) =
= P(¢; € B)E(exp(i(v,&,))).
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Megforditva

Most legyen L az olyan korlatos és mérhetd v fiiggvények halmaza,
amelyekre

E(xg(81)v () =P(&; € B)E(v(Ey)).

Ismét a monoton osztaly tétel miatt

P(Z, € B.&, € D) = E(xp(Z1)xp(Z,)) = P(¢; € B)P(§, € D).

A bizonyitdsban hallgatélagosan kihasznaltuk, hogy a trigonometrikus
polinomok &ltal generdlt o-algebra azonos a folytonos fiiggvények altal
generdlt o-algebraval.
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Exponencidlis martingal

Legyen X Lévy-folyamat. Tetszbleges t-re definidlhatjuk a

¢, (1)) = ¢(u, t) = E(exp(iuX(t)))

Fourier-transzformaltakbdl all6 folyamatot. Mivel a Lévy-folyamatok
definicié szerint jobbrdl reguldrisak a majordlt konvergencia tétele miatt a
@, (u) minden u-ra jobbrdl reguldris. A fiiggetlen és a staciondrius
novekmény feltételét kihaszndlva

Peis(u) = E(exp(iuX(t+5))) =
= E(exp(iu(X(t +s) — X(t))) exp(iuX(t))) =
= E(exp(iu(X(t+s) — X(t)))) - E(exp(iuX(1))) =
E(exp(iuX(s))) - E(exp(iuX(t))) = @, (u) - ¢5(u).
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Lévy-folyamatok nulla valdsziniiséggel ugranak

A jobbrdl folytonossdg és a stacionaritds érdekes kévetkezménye, hogy

E(exp (iu(X(t) = X(t—))))
E(l!{n exp (iu(X(t) — X(t— h)

ilg? E(exp (iu(X(t) — X(t—h)))) =
— fim g, (4) = g (u) = 1

A Fourier-transzformacié egyértelmiien jellemzi az eloszldst,
kovetkezésképpen X (t—) ™= X(t). Masképpen fogalmazva
Lévy-folyamatok esetén tetszdleges t-re az ugras valésziniisége nulla.
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Folytonossag

Kovetkezésképpen

|9ess()] = @ (u)] - [@(u)].

Mivel |¢,(u)] <1 és |py(u)| =1 a Cauchy-féle fiiggvényegyenletbél
|@,(u)| = exp(t-c(u)). EbbSI kévetkezéen a @, (u) soha sem lehet nulla.
Ha t > 0 és h > 0, akkor a jobbrdl valé folytonossag miatt

‘th(u)—(ptfh(u)’ = ‘90t7h<u)|

Penin(U)
9r (W) 1‘
= ‘@t—h(“)l‘(l’h(“)—l\ <
< J|o,(u) =1] =0,

ha h ™\, 0. Kévetkezésképpen a ¢, (u) balrdl is folytonos. Tehdt a ¢, (u)
minden u-ra a t idévaltozéban folytonos.
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Lévy-folyamat exponencidlis martingalja

Egy X Lévy-folyamat exponencidlis martingdlja

Z(t,u,w) = —eXp(Zifjg’ W),

Egy X Lévy-folyamat exponencidlis martingaljan szokds az

exp(—sX(t, w))
L:(s)

Z(t,s,w) =

kifejezést is érteni.
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Wiener-folyamat exponencialis martingalja

Wiener-folyamat exponencidlis martingalja l

o (w) = E (e (i (N (0,v7)))) =

= E <exp (iuﬁ(N (0, 1)))> = exp (— (uvt) ) =

2
e tU2
= exp|—t—|.
P 2

Z (t,u) = exp (iuw(t) + tu;) .

Ha a Fourier-transzformalt helyett a Laplace-transzformdltat vessziik, akkor

S

Z(t,s) =exp (—sw(t)—t;).
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Exponencidlis martingal

Ha X tetszdleges Lévy-folyamat, akkor az X-hez tartozé exponenciilis
martingal valéban martingal.

E(Z(u)|F)) = E (exp(iu (X(t,w) —X(s,w))) exp(iuX (s, w)) | ]__s) _

s (v) ¢ (u)
_exp(iuX(s,w)) o (exp(iu(X(t,w) — X(s,w))) B
- e (G %) -
_exp(iuX(s,w)) o (exp(iu (X(t,w) — X(s,w)))\ _ exp(iuX(s,w))
- e ( ) )=
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A megallasi opcidkroél szélo tétel

Legyen (X, F) martingdl, és legyenek 11 < T, megdlldsi idék. Ha a T1, T»
megalldsi idok korlatosak, vagyis ha van olyan c konstans, hogy
T1 < Ty < ¢, akkor

X(t1) =" E(X(12)|Fxy).
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A korlatossag fontos

A megalldsi opciokrél szol6 tételben a megillasi idé korldtossdga fontos.

Legyen w egy Wiener-folyamat és jel6lje T az a = 1 pont taldlati idejét.
Mivel a w folytonos és majdnem minden kimenetelre a w trajektéridi nem
korldtosak, ezért egy valdsziniiséggel minden trajektéria elébb vagy utébb
dtmetszi az a = 1 szintet. Igy egy valésziniiséggel T < oo. Vilagos, hogy
ebb8l w (1) ™= 1 és igy

E(w(t))=1>0=E(w(0)),

ami miatt a megalldsi opcidkrdl széld tétel a 11 =0, T2 =7
szereposztassal nem alkalmazhaté.
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Egyenletes integralhatésag

Egy (X, A, p) téren értelmezett mérhetd fiiggvényekbdl all6 valamely (fy)q
fliggvényhalmazt egyenletesen integrdalhaténak mondunk, ha

lim sup |fx| du = 0.

N—co o J|f|>N

Egy X martingdlt egyenletesen integrdlhaté martingdlnak mondunk ha az
X értékeibél all6 halmaz, vagyis az (X;), halmaz egyenletesen integralhatd.

Vildgos, hogy ha f egy integrdlhatd fliggvény, akkor a majoralt
konvergenciardl szolé tétel miatt

I'm/ Fldu = 0.
NI—>O |f|2N| | #

lgy minden véges szamui integralhaté fiiggvénybél allé halmaz egyenletesen

integralhatd.
2008 40 / 53
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Majoralt halmazok egyenletesen integralhatéak

Ha a sup, |fy| mérheté és sup, |fy| € LP (Q)), ahol p > 1, akkor az (f;),
csaldd egyenletesen integrélhaté.

Ha p = 1, akkor az (f;) csalddnak trividlisan van integralhaté majoransa:
A definiciébdl vilagos, hogy ha egy A halmaznak van integralhaté
majordnsa, akkor az A halmaz trividlisan egyenletesen integralhaté.
Altaldban az LP-norma monotonitdsa miatt minden p > 1 esetén

Iall, <

p

sup ||
(o

igy az (f,) korldtos az LP térben. Meg lehet mutatni, hogy ha p > 1,
akkor az LP térben valé korldtossagbdl kovetkezik az egyenletes
integralhatésdg. Hangslilyozni kell, hogy a p = 1 esetben ez nem igaz,
tehat lehet példat mutatni, olyan L!-ben korlatos halmazra, amely nem
egyenletesen integrédlhatd.
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e halmaza egyenletesen integralhaté

Example

Ha ¢ tetszéleges integrdlhaté valtozo, és (Fy) tetszéleges o-algebrakbdl
allé halmaz, akkor az

Ny, =E( | Fu)

csalad egyenletesen integrdlhaté. Specidlisan, ha X egy olyan martingal,
amelyre X (t) = E (X (c0) | F}), akkor az X egyenletesen integralhaté
martingal.

| A\

Example

A Wiener-folyamatok nem egyenletesen integralhatéak az egész R+
félegyenesen, de tetszbleges véges idészakaszon egyenletesen
integrdlhatéak. Minden martingdl minden véges id6északaszon egyenletesen
integrdlhatd, a kérdés csak az, hogy az IR} idStengelyen vajon
egyenletesen integrdlhaté vagy sem?

N\
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Martingal konvergencia tétel és az egyenletes
integrdlhatésag

Theorem

Legyen X egy martingal az Ry félegyenesen.
Q Ha az X korlatos az L' (Q)) térben, akkor van olyan X (o0) € L' (Q),
hogy majdnem minden kimenetelre lim; so, X (t) = X (c0).

@ Ha az X ezen kiviil még egyenletesen is integralhato, akkor a
konvergencia L' (Q))-ban is érvényes.

Emlékeztetiink, hogy az egyenletes integralhatésdg implikilja az L (Q))
korldtossdgot, de nem forditva. Csak p > 1 esetén ekvivalens a ketté.
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Martingal konvergencia tétel és az egyenletes
integrdlhatésag

Az R, félegyenesen értelmezett X martingdl pontosan akkor egyenletesen
integrdlhatd, ha martingalként kiterjesztheté a [0, co|-re vagyis ha létezik
X (0), amelyre L* (Q))-ben és majdnem mindenhol X (t) — X (o).

A feltételes varhaté érték L! (Q))-ban folytonos. Az L' (Q))-ban valé
konvergencia miatt

X (t) = lim E(X(/\/)]ﬂ):E(IVnLnOOX(NHﬂ) = E(X (0) | Fy).

N—oo
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Kiterjesztés tetszbleges megalldsi idokre

Egyenletesen integralhaté martingal esetén az X (co) értelmes, igy az
X (7) is értelmes minden T megalldsi id6 esetén.

Theorem (Megéllasi opcidkrdl sz6l6 tétel)

Legyen (X, F) egy egyenletesen integrdlhaté martingdl, és legyenek
T1 < Ty tetszbleges megdlldsi idék. Ekkor

X(11) ™= E(X(12)|Fry)-

2008
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A varhato érték megmaraddasa és martingalok

Egy X jobbrdl reguldris és adaptalt folyamat pontosan akkor martingdl, ha
minden T korlatos megdlldsi idére X (T) € L* (Q)) és

E(X (1)) = E(X(0)). Az egyenléség pontosan akkor igaz minden
megdlldsi idére, ha az X egyenletesen integrdlhaté martingdl.

Ha az X martingdl, illetve egyenletesen integrdlhaté martingal, akkor a
megalldsi opcidkrol szl tétel miatt az 4llitds teljesdl.
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A varhato érték megmaraddasa és martingalok

Megforditva. Legyen s < t és A € Fs. A T = txsc + Sxa megallasi idé.
A feltétel szerint

E(X(0)) = E(Xt) = E(X (1) xac) + E(X(s) xa)-
De a T = t szintén megdll3si id6, tehat
E(X(0)) = E(X (1)) = E(X(t) xac) + E(X (£) xa) -

A két oldalt dsszehasonlitva E (X (s) x4) = E(X (t) x4) . vagy ami
ugyanaz

E(X(s) | Fs) = E(X(t) | F5).
Az adaptaltsag miatt az X (s) Fs-mérhetd, igy X (s) = E(X (t) | Fs) .
Ha minden megalldsi id6 megengedett, akkor a feltétel szerint az X (o)

létezik és integrdlhatd, valamint a t = co megengedett, kovetkezésképpen
az X egyenletesen integrdlhaté.
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A martingdlmegmaradasi tétel

Ha X martingal, és T megdlldsi id6, akkor az X© megdllitott folyamat is
martingal.

Ha az X jobbrdl reguldris, akkor az X™ megallitott folyamat is jobbrdl
reguldris. Miként az &ltaldnos elmélet targyaldskor lattuk, az a X©
megdllitott folyamat adaptdlt marad. Legyen ¢ korldtos megallasi id6. A
v = min (¢, T) szintén korlatos. Mivel

{v<t}={p <t}u{r <t} eF,
ezért a v is megillasi idd.
E(X"(¢)) =E(X(v)) = E(X(0)) = E(X"(0)),

kovetkezésképpen az el6zd §llitas miatt az X martingal.
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Megalldsi opciok és a jobbrdl valé folytonossag

A martingalok jobbrdl valé folytonossdga Iényeges. l

Legyen P egy A paraméter{i Poisson-folyamat és legyen

7t (t) = P (t) — At az ugynevezett kompenzélt Poisson-folyamat. Miként
lattuk a 7t martingdl. Ha a folyamatot nem jobbrél, hanem balrél tessziik
folytonossd, és a T > 0 a folyamat els6 ugrdsdanak az idépontja, és N > 0,

akkora T =T AN > 0 egy korldtos megallasi id6, de

E(n(0) =0<E(-AT)=E(Pr—AT)=E(nr).
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Intervallumbdl valé kilépés

Ha a < 0 < b és w egy Wiener-folyamat, akkor a w folyamat 7, és T
taldlati idejére

—a

b—a

b
P(Ta<'l—b):m, P(Tb<Ta):

A Wiener—folyamat trajektdridi 1 valdsziniiséggel nem korlatosak, tehdt
majdnem minden az origébdl kiindulé trajektéria valamelyik oldalon kilép
az [a, b| szakaszbdl, tehat

P(t,<7tp)+P(tp <75 =1
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Intervallumbdl valé kilépés II.

Ha T = min (7,, Tp), akkor a w" korldtos martingdl, ugyanis a < w® < b.
Minden korlatos martingdl trividlisan egyenletesen integralhaté. Igy
alkalmazhatjuk a megallasi opcidkrdl szol6 tételt. A wl vagy a, vagy b,
ennek megfelelen

E(w))=aP(t,<7p)+bP (1, <7T5)=E(w"(0)) =0.

Két egyenletiink van két ismeretlennel, amit megoldva éppen a keresett
Osszefliggéseket kapjuk.

Medvegyev (Corvinus, Matematika tanszék) Martingalok



A kilépési id6 Laplace-transzformaltja

Valamely Wiener-folyamat valamely a idéponthoz tartozé 7, taldlati
idejének Laplace—transzformaltja

L(s) =E(exp(—sT,)) =exp (— |al \/Z) , s>0.

Legyen a > 0. A Laplace-transzformilttal képzett

X (t) = exp (sw(t) - 52;>

exponencialis martingdl miként lattuk martingdl, ezért az X" megillitott
folyamat is martingdl. Ha s > 0, akkor

. s2t
0< X% (t) <exp sa——- < exp (as),

ezért az X korlatos martingal.
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A kilépési id6 Laplace-transzformaltja Il.

Minden korlatos martingdl egyenletesen integralhatd, igy alkalmazhaté a
megalldsi opcidkrol szélé tétel, tehdt

2

E(X%) =E (exp (sa— 5;)) —E(X™(0) =1,

E (exp (-52;a)> = exp (—sa).

Egyszer(i helyettesitéssel, ha s > 0

L(s) =E(exp(—sT,)) =exp (—a\/g) :

amibdl

Ha a < 0, akkor a —w Wiener-folyamatra és az |a]| = —a > pontra
megismételve a szdmolast

L(s) =exp (— |a| \/Z) :
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