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A Masodik Alaptétel

A Tétel lényege:

Diszkrét véges idéhorizonton, ha a piac teljes, akkor az ekvivalens
martingdlmérték egyértelmii.

Azaz: ha teljes a piac, az drak egyértelmiiek, mert minden jévobeli
kovetelést tokéletesen lehet hedgelni.
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A Masodik Alaptétel

Definition
S m-dimenziés folyamatbdl &ll6 piaca t =0,1,2,..., T id6északon teljes,
ha minden Hy Fr-mérheté koveteléshez 3 olyan elérejelezhetd stratégia

és A valés szdm amelyre

HT:A+£[S(t)—S(t—1)]9(t).
t=1
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A Masodik Alaptétel

Theorem
Tegyiik fol, hogy nincs arbitrazs az S altal definidlt piacon

S=(S(t)",, t=0,...T.

A piac akkor és csak akkor teljes, ha az ekvivalens martingal mérték, Q
(ami alatt S martingdl) egyértelmii a (Q), F1) téren.
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A Masodik Alaptétel Bizonyitdsa

A bizonyitas két [épésbél all.

1. Tegyiik fel, hogy a piac teljes, és Q meg R két eltérd, P-vel ekvivalens
martingal mérték. Mivel a két mérték eltérd, ezért 4 F € F1, amire
Q (F) # R(F). Mivel a piac teljes, minden Fr-mérhetd kdveteléshez 3

(6 (t‘))tT:1 m-dimenziés replikalé onfinanszirozé stratégia, még xp-hez is:
T
e = A+ Y IS(6) =S (e—1)]0(1).
t=1

Ekkor mar csak be kéne latni, hogy EQ (xf) = ER (x£). A bizonyitas
lényege, hogy V P martingal mértékre (ami alatt S martingdl):

EP (i[S(t)—S(t—l)]Q(t)) =0

amibél kovetkezik, hogy Q (F) = A = R(F), ami viszont ellentmondss.
Az elsd tétel bizonyitdsdban sem tehettiik fel a stratégidk korlatossagat,
igy nem lehet kihaszndlni az integralok additivitasat sem.
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A Masodik Alaptétel Bizonyitdsa 2

A sztochasztikus integrdlok fé problémadja az, hogy az eredményiik csak
lokdlis martingdl, és nem martingdl, igy az [ 0dS is csak lokalis martingal.

Am diszkrét és véges idéhorizonton az integralhaté lokalis martingalok
(feltételes vérhato értékkel rendelkezék) valédi martingélok is egyben.
Mivel x integrdlhatd, ezért a [ 0dS valédi martingal 0 vérhaté értékkel.

Ezt csak a kévetkezd alkalommal latjuk be.
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A Masodik Alaptétel Bizonyitdsa 3

2. Tegyiik fel, hogy a piac nem teljes. Ha feltessziik, hogy nincs arbitrdzs,
akkor 3 Q, ami alatt S martingdl. Legyen

{ Y10 t—1>19<>},

ahol 0 el6rejelzhetd, és A € R. Ha a piac nem teljes, akkor

L#L°(Q, F7,Q). Legyen Hr € L%\ L. Mivel a mértéket meg lehet gy
véltoztatni ekvivalens médon, hogy véges szamu valésziniiségi valtozé
integralhato legyen rajta (P’ (A) = [, exp (— ||7]|) dP), ezért feltehets,
hogy S és Hr integrdlhatéak P-re nézve. Az elsd alaptétel miatt feltehetd,
hogy a dQ/dP Radon—Nikodym derivélt korltos, ezért felteheté.hogy S
és Ht integralhaté Q-ra nézve is.

Belatjuk, hogy L zart altere L' (Q), F7, Q)-nek.
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A Masodik Alaptétel Bizonyitdsa 4

Viszont a ;
{Z S(£-1).8( >>}

altér zart L9-ban. Igy a Markov-egyenlétlenség miatt az L!-beli
konvergenciabél kévetkezik a sztochasztikus konvergencia, ezért a K N L1
zart altere L'-nek.

Mivel a vizsgalt mértékek valészintiségi mértékek 1 € Ll-nek

(Jo1dP =1), igy LN L' = K+ E, ahol E a konstans val.véltozék altere.
L zartsagdhoz elég lenne beldtni, hogy 1 € K.

Ha 1 ¢ K, akkor VI € L eldall | = A1 + r formaban. Ha /, — I akkor

I € L, a kérdés csak az, hogy az igy keletkezé (A,) sorozat korldtos-e.
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A Masodik Alaptétel Bizonyitdsa 5

Legyen K és 1 tavolsdga d, és mivel K zart, és 1 ¢ K, ezért d > 0. Az
(I,) korldtossaga miatt 3¢ amire ||/,|| < ¢ Vn-re. Mivel K altér, ezért ha

(rm) € K, akkor (—r,/Ay) € K, igy
I'n
1—(—— > |Apld.

Mivel d > 0, ezért c/d > |A,|, azaz (A,) korldtos tehdt van konvergens
részsorozata, igy (Ap1l)-nek is. Ezért I, = A1+ r, miatt (r,) is
konvergens, és K zdrtsdga miatt (r,) hatértéke is K-ban van. Tehat
(Anl+ ry) hatarértéke is K-beli, igy L is zart.

Hr ¢ L integralhats, L'\L # {@}, igy a Hahn—Banach tétel értelmében 3
z e L® (O, Fr,Q), amire:

I'n

c > Al + | = A4 )

1+ = |An|

<z,/>:/ﬂz-ldQ:EQ(z-/):0, le L.
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A Masodik Alaptétel Bizonyitdsa 6

Ha 6 (t) =0 és A = 1, mint elérejelezhetd stratégia, akkor:

<z,1>£/02~1dQ:/deQ:0.

Legyen g =1+2z / 2|z||, >1/2>0,ésR(A) = [,gdQ. A
g = dR/dQ derivilt korldtos és pozitiv, igy Q és R ekvivalensek, és

=1,

igy R egy ekvivalens valdszinliségi mérték.
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A Masodik Alaptétel Bizonyitdsa 7

Tetszlbleges el6rejelezhetd 0 stratégia és A € R mellett fOT 0dS € L, mert
0 korlatos, és a szeparalé z definicigjat kihaszndlva

(i[S S(-1)]- 9())

t=1

- EQ(E ~s(e=0]00) (14777 ))Z

T

([S (1)
_ (Z[S(t)—S(t—l)] -9(t)> .

—_

t=
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A Masodik Alaptétel Bizonyitdsa 8

Mivel S martingal Q alatt, és 6 elérejelezhetd a jobboldalra igaz, hogy:
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V elérejelezhetd O-ra. Igy ER (fOT 9d5) =0.
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A Masodik Alaptétel Bizonyitdsa 9

Ha 0 = 0 a (t — 1)-tél eltérd idépontokra, ahol egyébként xr (F € Fi—1),
akkor:

ER([S(t) = S(t=1)]xp) =0,

ami viszont megegyezik azzal, hogy
S(t dR:/S t—1)dR,
[s®dr=[se-1)
azaz a feltételes varhaté érték definiciéjabdl

ER(S(t) | Fi—1) = S(t — 1), azaz R is martingal mérték, de R # Q,
azaz P egyértelmii martingdlmeérték.
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Eurépai Derivativok Arazasa Diszkrét ld8horizonton

Az elsé és masodik alaptétel segitségével eurdpai tipust derivativok drazdsa
konnyen megoldhaté. Legyen Ht egy pénziigyi kovetelés a T idopontban.
Mivel a kovetelés a T iddpontban teljesitédik a Hy véltozé Fr-mérheté.

Ebbdl adddik a kérdés: mennyit ér a Hr kovetelés a t = 0 idépontban?
Tegyiik fel, hogy nincs arbitrdzs a piacon, és a piac teljes. Ekkor az elsd

alaptétel értelmében 3Q martingdl mérték. A mdsodik tétel értelmében
pedig Ht eléallithaté

HT:A—i—i[S(t)—S(t—l)]G(t).
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Eurépai Derivativok Arazasa Diszkrét ld8horizonton 2

A no-arbitrage feltétel miatt A egyértelmii. Ha nem lenne az, akkor
JA1, Ay, amire:

HT:)x,-—i—i[S(t)—S(t—l)]G,-(t) L =12

=1

~

ahol A1 > Aj esetén a (02 — 01) stratégia arbitrage.

A Hr kovetelés egyetlen értelmes dra, 7t (H7), az az 8sszeg ami nem okoz
arbitrazst a piacon.

Mi kéze van A-nak a Q mértékhez? Feltehetd, hogy a Hr integralhaté a P
mérték alatt. Mivel a Radon—Nikodym derivilt korldtos, ezért a Q mérték
alatt is integralhatd, és diszkrét idében a EQ (f 9d5) =0, mert S
martingdl Q alatt.
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Eurépai Derivativok Arazdsa Diszkrét Idéhorizonton 3

lgy Hr-t repilkdlé eléallitss Q szerinti varhaté értékét véve:

T

EQ (Hr) = A+ EQ (Z[S(t)—S(t—l)]O(t)) =A+0=rm(Hr)

t=1

A piac teljességét csak a Hr-t replikald stratégia |étezésénél haszndltuk ki.
Amennyiben a piac nem teljes, de viszont a replikdlé eldallitas fenndl a
no-arbitrage feltétel miatt (mindennek csak egy dra van) mindegy, hogy
melyik ekvivalens martingal mérték szerint vessziik a varhaté értéket, az
ar, T (Hr), egyértelmii, tehat fiiggetlen a mértéktdl.
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Meglepé Megjegyzés

Ha a piac teljes, és nincsen arbitrage, akkor a (Q), Fr,P) valosziniiségi tér
véges szamu atombdl all.
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Meglep6 Megjegyzés 2

Bizonyitas:

Legyen Ht egy tetsztbleges F1 mérhetd kovetelés. Megfeleléen
megvaltoztatva a mértéket feltehetd, hogy a Ht integrdlhaté P alatt. A
Radon—Nikodym derivalt korlatossaga miatt Ht integrdlhaté Q alatt is.

A feltevés miatt minden H7 integrdlhaté Q-n, emiatt ()-nak csak véges
szdmd pozitiv diszjunkt halmaza van Q alatt (ha végtelen szamd lenne,
akkor az %Q (A;) alaku fiiggvények nem lennének integralhatéak), emiatt
az atomok szama véges kell, hogy legyen.

Véve véges szamu atom diszjunkt uniéjdnak komplementerét:

Q (Q\ W A)) vagy 0 (azaz véges atomos a tér), vagy pozitiv. Ekkor az
atommentes résznek létezne pozitiv mértékii részhalmaza, és ennek a
komplementerére is fenn kéne dllnia ugyanennek. Ami miatt létezne
megszdamldlhatéan sok diszjunkt pozitiv zart halmaz, ami ellentmondas.
Tehat a (Q, Fr, Q) tér véges szami atombdl &ll.

Mivel Q és P ekvivalensek, ezért ez P-re is fennal.
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Diszkrét Idejii Lokdlis Martingalok
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Feltételes Varhaté Erték

Nem negativ ¢ valdszinliségi valtozé esetén az E (& | F) feltételes vérhaté
érték jol definialt.

Igy a feltételes varhaté érték operator monotonitasa és additivitdsa,
valamint a torony-szabdly kénnyen igazolhaté. Azaz ha ¢ és 7 nem
negativak, és ¢ F-mérhetd, akkor

E@n|F)=CEMm|F).

Eléfordulhat viszont, hogy &-nek nincs véges varhaté értéke, igy E (& | F)
sem valdszinliségi véltozd, azaz nem minden kimenetelre véges.
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Feltételes Varhaté Erték

Definition

Tetszbleges ¢ valésziniiségi valtozé és F o-algebra esetén, ha & -nak és
¢ -nak véges a feltételes varhat6 értéke, akkor a

EC|F)=ECT|F)-E(E |7)

kifejezés jol definidlt, ezért tekinthetjiik ezt az &ltalanositott feltételes
vdrhato érték egy defininicigjdnak.
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Diszkrét Idejii Martingalok

Definition (1)
A (¢,, Fn) sorozat diszrét idejii dltalanositott martingdl, ha

© az dltaldnositott feltételes varhato érték, E (&, | Fn) létezik Vn-re,
Q és Vn-re

(§n+1|]:)£ (n+1|‘7:) (§;+1|~7:n):§nv

Mi akkor a kiilonbség a martingal és az dltaldnositott martingal kézott?
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Lokalis Martingdlok

Definition (2)

A (¢,, F,) sorozat lokalis martingdl, ha létezik megdllitasi idék egy
sorozata (Tk), amire Ty /" o0, és a megallitott folyamat

é"rsk = X (Tk > 0) Cn/\Tk

martingal F,-re, az adott filtrdciéra nézve Vk-ra.
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Martingal Transzformalt

Definition (3)

A (&,, Fn) sorozat martingdl transzformalt, azaz diszkrét idejii
sztochasztikus integral, ha létezik egy (M,, F,) martingal, és egy (6,)
el6rejelezhetd folyamat, amire

Gn=0Go+ Zn:f)k(/\/’k—/\/’k—l)-
=1
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A kovetkezd hdarom éllitds egymadssal ekvivalens:

Q ¢, dltalanositott martingal
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A kovetkezd hdarom éllitds egymadssal ekvivalens:

Q ¢, dltalanositott martingal
@ ¢, lokalis martingal
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A kovetkezd hdarom éllitds egymadssal ekvivalens:

Q ¢, dltalanositott martingal
@ ¢, lokalis martingal

@ ¢, martingdl transzformalt
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Bizonyitas 2 -> 1

Bizonyitas 2 —> 1:

Legyen () egy lokalis martingal, és legyen (Tx) egy lokalizaciés sorozat.
A &1k valésziniiségi véltozé varhato értéke véges, tehat a feltételes
varhatoé értékek is végesek, igy

o > E(‘é;kﬂ‘ | 7o) =E (‘g(nﬂ)mk X (tk >0) | fn) =

E ()g(n+1)/\1’k X(Tk > n) | J:n) _
E(|€n+1|X(Tk > n) ’ fn) _
X(Tk > n)E(|§n+1| ’ fn).

Az utolsé sorban kihasznaltuk, hogy T, megdllitasi id8, azaz x (T4 > 0)
Fn-mérhetd Vn-re, igy kiemelhetd.

Dani (BCE) Masodik Alaptétel Oct 2008 26 / 38



Bizonyitas 2 -> 1

A lokaliz4ciés sorozat (Ty) definiciéja miatt T4 (w) — o0 majdnem
minden w-ra. gy m.m. w-ra, ha k elég nagy, akkor

E(ICht1l | Fn) (w) = x (tk (W) > ) E(|C,11] | Fn) (w) < 0.

Ezért a feltételes varhato érték létezik és véges. De ettdl még a klasszikus
feltételes varhato értéket definidld integrdl nem feltétleniil értelmes.
Legyen G, olyan F,-beli halmazok halmaza, melyre

E(ICo11] | Fn) (w) = x (T (w) > n) E(|C,11] | Fn) (w) < oo

T martingal, ezért |{ ¥| szubmartingal, igy

P = / Tkl dP <
/Fﬁ{Tk>n}|gn| FO{t,>n} €0 dP <

< | dP = / dP.
- /Fﬂ{Tk>n} [Ent F{ty>n} Cosal
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Bizonyitas 2 -> 1

Tehat, ha k — oo, akkor a Monoton Konvergencia Tétel értelmében

[ledP< [, dP <,

Ami miatt

,dP = / T dP =
/Fﬂ{rk>n} g Fﬂ{Tk>n} g

TGP = / dP.
/f;ﬁ{’fk>n} CrH_l Fﬂ{Tk>n} €n+1
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Bizonyitas 2 -> 1

Ekkor a Dominalt Konvergencia Tételt kihaszndlva az egyenlet mindkét
oldaldra

/andP:/FCnﬂde F € Gn

igy G, minden halmazara ¢, és ¢, integralhaté valdsziniiségi valtozok,
igy a feltételes varhato érték definicidja miatt VF € G,-re

/I__Cn+1dp = /§n+1 n+ldP /§n+1dp_/l:€;+ldpz
= /FE(C,,H\f,,)dP—/FE(C;H\}",,)dP:
= /F (n+1“7:)dp E(n+1|F)dP_

/,:_E(gn+1 | fn) dP

ahol az utolsé két sorban ki lett haszndlva az altaldnositott feltételes
vdrhato érték definicidja, és hogy F-en integrdlhaté Cfﬂ.

[le
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Bizonyitas 2 -> 1

Emiatt

/ g,,dP:/ E(¢,,, | Fo)dP, VHE Fp HCF € Gy
H H

Cn = E(gn-i-l | fn).
tehat (¢,) éltalanositott martingal
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Bizonyitds 1 -> 3

Bizonyitas 1 —> 3:
Tegyiik fel, hogy (¢,) &ltalanositott martingal, és az egyszerliség kedvéért
feltessziik azt is, hogy (,) valésziniiségi véltozoi végesek. Legyen

A(n k) =k <E(|G, = ol | Fo) <k +1}.
lgy mivel (&,) martingal UxA (n, k) C Q Vn-re, és A(n, k) NA(n, 1) = .
Ekkor legyen
up = Y (k+1)7 (8, - 1) XA(n—1,k)-

k>0

up véges és F,-mérhetd, és |uy| < Y (k+ 1)_3 &, — g,,_1|XA(,,_1,,().

Az F,_1-re vonatkozé feltételes varhaté értéket véve mindkét oldalra, majd
a Monoton Konvergencia Tételt, a feltételes varhaté érték additivitasat és
a toronyszabdlyt felhaszndlva nem negativ valdszintiségi .valtozékra

XA(n—1,k) 1
E(Jun| | Fr1) < IEW 18y = Coal | Fn1) < ém <
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Bizonyitds 1 -> 3

Azaz

E(Junl) = E(E(Jun] | Fa)) < Y —

72<oo
k>0 (k+1)

Tehat (u,) integralhatd. Minden k-ra [, — 1| Xa(n—1,6) 1S
integralhatd, és mivel integralhaté valtozékra a feltételes varhaté érték és
az 4ltalanositott feltételes varhaté érték megegyezik

E ((gn - én—l)XA(n—l,k) ’ fn—l) =
=E ((gn - gnfl)—i_XA(nfl,k) | fn—l) —E ((Cn - Cnfl)_XA(nfl,k) | ]—",,_1)
= XA(nfl,k)E <(€n - é’nfl)Jr | fnfl) _XA(nfl,k)E <(€n - Cnfl)i | fnfl) :
= Xa(n-1,0E (Cn—Cpo1 | Fn1) =
= XA(nfl,k) (E (Cn | ‘7:”*1) —E (gnfl | ‘7:”*1))
= XA(n—1,k) (E (gn | fnfl) - gnfl) = 0.
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Bizonyitds 1 -> 3

Kihaszndlva a Domindlt Konvergencia Tételt a feltételes varhaté értékre,
és azt, hogy E (|u,y]) < Y (k+ 1)_2, azt kapjuk, hogy

E (up | Foo1) :E<Z 1

—_— —C,_ _ Fno1| =0.
= (k—|—1)3 (Cn Cn I)XA(n 1,k) | n )
Azaz (u,) martingalok kiilonbségeinek sorozata, igy M, = Y/ _; uk
martingal. Legyen

0, = 2 (k + 1)3XA(n71,k)'
k>0

Dani (BCE) Masodik Alaptétel Oct 2008 33 /38



Bizonyitds 1 -> 3

Mivel az A (n — 1, k)-k diszjunktak és F,_; mérhetdek (6,) megfeleléen
definidlt, és elérejelezhetd. Ekkor

(Mn - Mn—l) 0, = upb, =

[} 1 I ,
- n~ Sn— n— k+1 ne =
k;() (k+1)3 (Cn = Cn1) Xa( 1,k)k;0( )™ Xa( 1,k)
[e ) (0] 1
= Z Z (Cn - Cnfl) XA(nfl,k) (/ + 1)3 XA(nfl,l) =

& (k+1)
_kgo(k+1)3

XA(n—l,k) (én - Cn—l) = gn - gn—l'
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Bizonyitas 3 -> 2

Bizonyitas 3 — 2:
Tegyiik fel, hogy (¢,) martingdl transzformilt, és ¢ = 6 @ M. Legyen

Tk =inf{n>0:|0,41] > k}.
lgy
(=0} = {jos] >k}

{te =1} {161] < k} N {02 > k}
{te =2} = {l6:] <k} {|02] <k} {[63] >k}

Azaz T, megallitdsi id6 Vk-ra.
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Bizonyitas 3 -> 2

Mivel (0,) elérejelezhetd és T, megallitasi id6, a megéllitott folyamatok
(67F), is elérejelezhetd, azaz Vn-re és Va-ra

{07 <a} =
= (b <a}n{te>n)U{b1<aln{ti=1})U...U ({01 <a}n

és mivel
{te>nt={tu<n} ={tn <n-—-1}€ Foy

ezért {07% < a} € F,_1, azaz (0;), elbrejelezhetd.
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Bizonyitas 3 -> 2

Kihasznélva, hogy a megdllitott martingalok is martingdlok, és hogy 67
Fn_1-mérhetd és korldtos, ezért

E (‘:Zil — &t | ]—‘,,,1) ( n+1 | Fae l) =
= ( n+1 n))Tk ‘ ]:n—l)
(eTk n+l n)Tk ’ fn—l) =

OKE (Mky — M+ | Foy) = 0.

Ami miatt &% martingdl, és igy &, lokalis martingal.
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Diszkrét Idejii Lokdlis Martingalok

Az el6z6 4llitast felhasznalva be lehet latni, hogy a diszkrét idejii

integralhaté lokdlis martingdlok valédi martingalok is.

Allitas: Ha (En)nT:O martingal transzformalt és ¢ integrdlhatd, akkor a
T gy .

(€n) o SoOrozat valodi martingal.

Bizonyitas:

Tekintsiink egy diszkrét véges idéhorizonton értelmezett martingal

transzformaltat, (gn)nT:O—t. Az eléz6 allitasban belattuk, hogy egy

martingdl transzformdlt egyben &ltalanositott martingal is., igy

Gro1= E(@T | fol)v

ahol E (-) az altaldnositott feltételes varhaté érték. Mivel ¢ integrélhaté
a toronyszabalyt felhaszndlva

E(ICr—1]) =E(E(&7 | Fr-1)]) SE(E(ISr[ | Fr-1)) = E(IG7]) <o,

azaz {1_; is integrdlhaté. Innen pedig az allitas kdnnyen beldthaté.
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