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Az X sztochasztikus folyamat fiiggetlen nvekménydi, ha
Q@ P(X(0)=0) =1,
@ a trajektdridk jobbrdl regularisak, vagyis jobbrdl folytonosak, és
minden idépontban van bal oldali hatarértékiik, és

©Q minden 0 < tp < t) < tp <...< t, idépont sorozatra az
X(to) ,X(tl) —X(to),...,X(tn) —X(I‘kal)

névekmények fiiggetlenek. Ha a folyamathoz rendelt F filtracio
adott, akkor a folyamatot fiiggetlen névekményiinek mondjuk, ha
minden t-re és h > 0 szdmra az X (t + h) — X (t) novekmény
fuggetlen az F; o-algebratdl.
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Fliggetlen értékek

Ha a [0, 1] intervallumon értelmezett X sztochasztikus folyamat

@ stacionadrius,
@ a kiilbnbdzo idopontokhoz tartozo valdszintiségi valtozok fiiggetlenek,
Q E(X(t) =0650<D(X(t)) < o0,

akkor az X (t,w) kétvaltozds fiiggvény nem lehet mérhetb.
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Fliggetlen értékek

Tegyiik fel, hogy E(X (t)) =0, D(X (t)) =1 és az X mint kétvéltozés
fuggvény mérhetd. A Cauchy-egyenl6tlenség alapjan

/1/1/ X (t, @) X (s,w)| dP (w) dsdt <
//D(X X (s)) dsdt =1,

igy mérhetéségre tett feltétel miatt haszndlhaté a Fubini-tétel.
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Fliggetlen értékek

E<(/01X(t,w)dt>2> :E(/le(t,w)dt/olx(t,w)dt) —
:E(/Olfolx(t,w)X(s,w)dsdt> _

— /01 /olE(X(t,w)X(s,w))dsdt:O
ugyanis a fiiggetlenség miatt, ha s # t akkor
E (X (£) X (s)) = E(X (£)) E (X (s)) = 0.

4 1 ‘ . . .
Ezért az [, X (t,w) dt véltozé majdnem minden w-ra nulla.
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Fliggetlen értékek

A gondolatmenetet a [0, 1] helyett tetszéleges / raciondlis végpontu
intervallumra megismételve megmutathatd, hogy létezik olyan Ny
nullmértékii halmaz, hogy ha w ¢ N; akkor minden / racionalis
intervallumra [, X (t,w) dt = 0. A Fubini-tétel alapjan

E</01X2d)\>:/OIE(XQ)d/\:/OlDZ(X)d)\zl,

ezért egy nullmértékii Ny halmazon kiviil minden w-ra

fol X (t, w)2 dt < co. Mivel véges mértékii halmazokon a négyzetes
integralhatésaghol kovetkezik az integrélhatésag, ezért az X (t, w) t
szerint integralhato, kovetkezésképpen az F (s) = [7 X (t,w) dt
integralfiiggvény folytonos, igy ha az F a raciondlis végpontu
intervallumokon nulla, akkor az F nulla.
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Fliggetlen értékek

Az intervallumok 7t rendszert alkotnak, igy a monoton osztaly tétel miatt
az

V(B)é/BX(t,w)dt

mérték is nulla. Igy ha w ¢ N; U Ns, akkor majdnem minden t-re
X (t,w) = 0, kdvetkezésképpen

0:E</01X2(t)dt) :/OIE(X2(t))dt:/OlDz(X(t))dt:1,

ami lehetetlen.
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Fuggetlen novekményii folyamatok ugrasai

Fiiggetlen névekményii folyamatnak lehetnek fix ugrasai. l

Legyen ¢ 1/2 valésziniiséggel 1 az

o 0 ha t«1
X(t)_{§ ha t>1

folyamat trividlisan fiiggetlen névekményii. Az X Fourier transzformiltja.

(t.u) = 1 ha t<1
P =Y cosu ha t>1

A példabdl lsthato, hogy a ¢(t, u) lehet nulla, de a nulla értéket ugrassal
éri el.
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Sztochasztikusan folytonos folyamatok ugrasai

Megjegyezziik, hogy mivel minden fiiggetlen névekményii folyamat jobbrdl
reguldris ezért egy fiiggetlen névekmény(i folyamat pontosan akkor
folytonos a sztochasztikus konvergencidban, ha a folyamat barmely
idépontban csak nulla valésziniiséggel ugorhat. Ha valamely idépontban az
ugrds valésziniisége pozitiv, akkor azt szokds mondani, hogy a folyamatnak
fix ugrdsa van az adott idépontban.
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Sztochasztikusan folytonos folyamatok
Fourier-transzformaltjai

Theorem

Ha az X fiiggetlen névekményii folyamat sztochasztikus konvergencidban
folytonos, akkor az

¢, (1) = @ (t,u) = E (exp (iuX (1))

soha sem lehet nulla.

Rogzitsiik az u paramétert. Mivel az X valésziniiségben folytonos,ezért a
¢(u, t) folytonos t-ben. Legyen

to(u) = inf{t: ¢(u,t) =0}.

Megmutatjuk, hogy ty(u) = co. Definicié szerint X(0) = 0 igy
¢(u,0) =1, és mivel a ¢(u, t) a t szerint folytonos nyilvanvaléan
to(u) > 0.
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Sztochasztikusan folytonos folyamatok

Fourier-transzformaltjai

Legyen
h(u,s, t) = E(exp(iu(X(t) — X(s)))).
Az X fliggetlen névekményii, igy ha s < t, akkor
¢(u,t) = @(u,s)h(u,s, t).

Az X jobbrdl valé folytonossdga miatt

¢(u, to(u)) =0.
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Sztochasztikusan folytonos folyamatok

Fourier-transzformaltjai

Ha to(u) < oo, akkor mivel az X rendelkezik bal oldali hatdrértékkel a
¢(u, to(u)—) hatarérték értelmes. Megmutatjuk, hogy az érteke nem
nulla. Az "exponencialis" egyenléség miatt, ha s < ty(u) < oo, akkor

¢(u, to(u)=) = @(u, )h(u, s, to(u)-)

A to(u) definicidja miatt ¢(u,s) # 0 igy ha ¢(u, to(u)—) = 0, akkor
h(u,s, to(u)—) = 0 minden s < ty(u) esetén..
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Sztochasztikusan folytonos folyamatok

Fourier-transzformaltjai

Ebbdl
0 = s/hmm(u) h(u,s, to(u)—) =
= lim E(exp(iuX(to(u)—) —iuX(s))) =
S/'l’o(u)

— E(exp(0)) = 1,
ami lehetetlen. Koévetkezésképpen

0= ¢(u, to(u)) = ¢(u, to(u)—) # 0,

ami szintén lehetelen, ugyanis a ¢ folytonos.
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A jobbrdl regularis fliggvények tere

Definition

A tovdbbiakban D (R.) jelsli az R, idStengelyen értelmezett jobbrdl
regularis fiiggvények terét. A mérhet8séget az f — f (t)
pont-funkciondlok altal generdlt o-algebrat értjiik, vagyis azt a legsziikebb
o-algebrat, amelyre nézve az f — f (t) funkciondlok mindegyike mérheté.
Az igy kapott o-algebrat H-val jeldljiik.

Vilagos, hogy a H o-algebrat az
{feD(Ry):f(t1) €Bi,....f(ty) € By}

alakd halmazok generaljék, ahol By, By, ..., B, Borel-mérheté halmazok.

A @ (f) = sup, |f (t)| mérheté a H-ra nézve.

Mivel a suprémumot elegendd a racionélis idépontokban venni, ezért

{O(F) <Ay={f:|f(r)| <A reQ} =Neq{lf(r) <A} eH.
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Erés Markov-tulajdonsag

Ha az X egy jobbrdl regularis sztochasztikus folyamat, akkor az X (t)
minden t-re mérhetd, ezért az w — X (w) egy (0, A) — D (R4, H)
mérhetd leképezés, ugyanis az inverzhalmazok mérhetdségét elegendd a
generalé o-algebrara ellendrizni. igy az w — X (w) +— ® (X (w)) egy
valésziniiségi valtozé az (Q), A, P) tér felett.

Theorem

Legyen X fiiggetlen nGvekményii folyamat és tegyiik fel, hogy az X a
sztochasztikus konvergencidban folytonos. Ha ® nem negativ H-mérhetd
funkciondl a D(IR..) tér felett, akkor tetszbleges T < co megalldsi idére

E(®(X7)|F7) = E(P(XS))|s=r

ahol X*(t) = X(t+1t) — X(7) és X (t) = X(s+t) — X(s).
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A megallasi opcidkroél szélo tétel

Legyen ¢ (u, t) az X(t) Fourier-transzformaltja. Mivel az X a
sztochasztikus konvergencia szerint folytonos a ¢(u, t) # 0 és értelmes a
exp(iuX(t))

¢(u, t)

exponencidlis martingdl. Legyen T korldtos megalldsi id6. A megallasi
opciokrdl szélo6 tétel miatt

Z(u, t) =

E(Z(u,Tt+5s)|Fr) =2Z(u, 7).

Atosztds utén

E(WIE) =1,
vagyis
E(exp(iu(X(T+t) — X(1)))|Fr) = W'

Medvegyev (Corvinus, Matematika tanszék) Fiiggetlen névekmény(i folyamatok



Az allitas teljesiil a pontfunkciondlok exponencialis

fliggvényére

A ¢(u, T+ t) nyilvan Fr-mérheté. Legyen @ (f) = exp (iuf (t)).

E(® (X7) [Fr) = E(exp(iuX"(t))|Fr) =

= E(exp(iu(X(T+t) — X(1)))|Fr) =
Co(uT+t)  @(us+t

9w e(us)

_ o(uE(p(i(X(t+5) ~X(9)) | _

¢ (u,s)
= E(exp(iu(X;(t))))[s=r = E(P(X])) [s=r-

Vagyis az 4llitas teljesiil, ha @ (f) = exp (iuf (t)) funkcionalra.
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Kiterjesztés tetszbleges megalldsi idore

Ha a T nem korlatos, akkor a 7, = T A n egy korlatos megallasi idé. Ha
A € F;, akkor

ANn{t <n} e F;,.

Ehhez ellendrizni kell, hogy minden t-re
An{t <n}n{t, <t} eF.
Ha t > n, akkor {T, < t} = Q) és igy a metszetben elhagyhaté
An{t < n} e F, CF.
Ha t < n, akkor {7, <t} = {7 <t} és

An{t<nin{r<t}=An{t <t} e F.
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Kiterjesztés tetszbleges megalldsi idore

Ha X} = X(7,+t) — X(7T5) és ® (f) = exp (iuf (t)) akkor a mar
belatottak szerint

o @001 @P= [ E@(X) limr, aP.
Mivel T < oo, ezért minden w-ra ha n elég nagy 7, (w) = 7 (w), igy
X(th+1t)—X(th) = X(T+1t) — X(7).
A majordlt konvergencia tétel szerint
/Acp(x*)dp :/AE(CD (X2)) ls—r dP.

Kovetkezésképpen, felhaszndlva, hogy a jobb oldali integrandus
Fr-mérhetd, elhagyhatjuk a korldtossagdra vonatkozé feltételt.
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Pontfunkciondlokra az allitds igaz

A monoton osztdly tétel miatt tetszbleges B Borel-mérheté halmaz esetén

E(xs(X"(1))|F7) = E(xs (XS (1)))]s=

vagyis az llitds a ® () = xg (f (t)) esetén teljesiil. Ebbé&l dtvihetd
lépcsbs fiiggvényekre, illetve tetszbleges h nem negativ Borel-mérhet6
esetén az 3llitas teljesiil, ha ® () = h(f (t)). A szokdsos médon
tobb-dimenzids trigonometrikus polinémokat haszndlva a monoton osztély
tétellel kiterjeszthetjiik az 4llitast minden korldtos véges sok ponttdl fliggd
funkciondlokra, majd korldtos H-mérheté fiiggvényre. Végezetiil a
monoton konvergencia tétellel az 3llitas dtvihetd minden H-mérheté nem
negativ fonkcionalokra.
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Tobb dimenziés polindmokra valé attérés

Legyen a < b és tekintsiik a @ (f) = exp (iuf (a)) exp (ivf (b))
funkcionalt. Vilagos, hogy az X (t) = X (t + a) — X (a) fiiggetlen
novekményli az F; = Fi., filtracidra nézve.
E(Q (X")[Fr) = E(E(®(X7) | Fria)|Fr) =
= E (Eexp (iuX* (a)) exp (ivX™ (b)) | Frya)| Fr) =
= E (exp (iuX" (a)) E (exp (ivX™ (b)) [Fr+a) |Fr) =
=E(exp(i(u+v)X*(a))E(exp (iv(X(T+b) =X (T+2))) |Frsa) | Fr)
=E(exp (i (u+v) (X" (a))) E(exp (vX{ (b — a))) [s=r+a| Fr) =
= E (exp (ivX] (b—a))) |s=r+aE (exp (i (u+ v) X" (3)) | Fr) =
= E (exp (vX{ (b — a))) [s=r+aE (exp (i (u + v) X (5))) [s=1 =
=E(exp(iv(X(s+b)—X(s+a)))exp (i (u+v) X (a))) |s=r =
=E(exp(iv(X(s+b)—X(s)))exp(iu(X(s+a)—X(s)))) |s=r.
vagyis a szorzatra is igaz. Hasonléan igazolhatd, hogy tetszéleges
szorzatra is igaz.

Medvegyev (Corvinus, Matematika tanszék) Fiiggetlen névekmény(i folyamatok



Lévy-folyamatok esete

Ha az X Lévy-folyamat és & (f) = exp (iuf (t)), akkor az E (P (X))
fuggetlen az s-t6l amibdl a teljes varhaté érték tétel felhasznaldsaval

E (exp (iuX* (t))) = E (exp (iuX (t))),

igy az X* (t) eloszldsa azonos az X (t) eloszldsdval. A monoton osztaly
tételbdl azonnal kovetkezik, hogy ha valamely véltozé feltételes
Fourier-transzformaltja determinisztikus, akkor a véltozé fiiggetlen a
feltételtdl: A

E (exp (iuX* (t)) | Fr) = E(exp (iuX (t))) = E (exp (iuX" (t)))

sorbdl
E(xg (X" (t)) | Fx) = E(xg (X" (1))

amibdl

P(FN{X*(t) e B}) = /FXB (X*(t))dP =P (F)P(X*(t) € B).
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A regresszios fliggvény meghatdrozasa

Az el6z6 dllitds feltételeinek teljesiilése esetén

E(®(X") | T = s) = E((X])).

Megjegyezziik, hogy az s — E(P (X)) fiiggvény Borel-mérheté. Ezt az

s +— E(expiu(X(s+t) — X(s)))) esetén, felhasznalva, hogy az X jobbrdl
reguldris, kdnnyen indokolhatjuk, az dltaldnos eset pedig ismételten a
monoton osztaly tétel kdzvetlen folyomanya. Igy

E(@(XY)[e (1)) = E(E(®(X")|Fclo (7)) =
= E(E(®(X]))ls=c [0 (7)) =
= E(®(X]))]s=r,

amibél a regressziés fiiggvény definiciéja miatt az egyenléség evidens.

Medvegyev (Corvinus, Matematika tanszék) Fiiggetlen névekmény(i folyamatok 2008 23 /39



Korlatos ugrasok és a momentumok |étezése

Theorem

Ha az X fiiggetlen névekményii folyamat és az X valosziniiségben
folytonos, és az X ugrdsai nem nagyobbak egy fix c konstansnal, akkor az
X momentumai minden véges idoszak alatt egyenletesen korldtosak, vagyis
ha t < oo, akkor

E(|X™(s)|) < k(m,t) < oo, s€]0,t].
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Korlatos ugrasok és a momentumok |étezése

Rogzitsiik a t idépontot. Az X jobbrdl regularis, igy minden trajektéridja
minden véges szakaszon korlatos. Ebb&l kovetkezéen

sup | X (s)| < co.
s<2t

igy ha b elegendéen nagy, akkor

s<2t

b
P(sup |X(s)|>2) <g<Ll
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Korlatos ugrasok és a momentumok |étezése

Vegyiink egy a szamot és legyen
T=inf{t:|X(s)| >a} A2t
A T definiciéja szerint
{t<t} C {sup]X(s)] > a} C{r <t}
s<t

Ugyanakkor a
U={t<t}\{r <t}

halmazon {sup,_ |X (s)| < a} és | X (t)| > a, vagyis az X folyamatnak a
t idépontban ugrdsa van, aminek a sztochasztikus folytonossdg miatt a
valésziniisége nulla.
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Korlatos ugrasok és a momentumok |étezése

Mivel az ugrdsok nagysdga korlatos, ezért az X bal oldali hatdrértékének
létezése és az X (s—) balrdl valé folytonossiaga miatt

sup |X (5)] < sup X (s—)| + |AX ()] < a+c.
s<T s<t

Megmutatjuk, hogy

{sup]X(s)] >a+b+c} C

s<t
C {sup]X(s)] > a,sup [ X (T+s)—X(1)] > b}.
s<t s<t

Ha sups<, |X (s)| > a+ b+ c akkor nyilvan sup,, | X (s)| > a amibél
persze T < t.

Medvegyev (Corvinus, Matematika tanszék)

Fiiggetlen névekmény(i folyamatok

2008 27 / 39



Korlatos ugrasok és a momentumok |étezése

A T < t felhaszndldsdval

sup | X (s)| < [X(T)[+ sup X (T+u)—X(1)]

T<s<t 0<u<t

amibél a sups<, | X (s)| < a+ ¢ miatt ha sup,, | X (T+5) = X (1) < b
lenne

sup X (s)| = §gg|X<S>|V sup [X (s)] <

s<t T<s<t
(sup|X(s)]> Y <|X(T)| +sup |X (T+5s) —X(T)|> <
s<T s<t
< sup | X (s)|+sup|X(t+s)—X(1)]|<a+b+c,
s<tT s<t

A

lenne, ami lehetelen.
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Korlatos ugrasok és a momentumok |étezése

Ugyanakkor mivel

b <sup|X(u+s)—X(u)| <sup|X(u+s)|+sup|X(u)| <2sup|X(s)]
s<t s<t s<2t

s<t

ezért

{sup\X(u-ﬁ-s) ~X(u)| > b} c {sup IX(s)] > b}_

s<t s<2t 2
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Korlatos ugrasok és a momentumok |étezése

Jeldlje F a T eloszlasfiiggvényét. Az erés Markov-tulajdonsag és a
regresszios fiiggvény definiciéja és a mar beldtottak alapjan
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Korlatos ugrasok és a momentumok |étezése

P <sup\X(s)] >a+b+c> <

s<t -

s<t

(sup|X(s | > a,sup|X (T+5s)— (T)|>b) <
<

s<t

P(T<tsup|X(T+s) X(t )|>b) -

:/t (sup]X((T+s))—X(r)| >b|T:u> dF (u) =

s<t

_/ (S”p|X s) = X(U)I>b) dF (u) <

s<t

SP(SUP |X(s)|>g>-P(T§t)§

s<2t

SQ'P(TSt):q-P<sup|X(s)|>a).
s<t
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Korlatos ugrasok és a momentumok |étezése

Ebbdl, ha
a=(n—1)(b+c),

akkor

P (sup|X(s)| > n(b—i—c)) <

s<t

<q-P (sup|X(s)| > (n—1) (b—l—c)) <
s<t

<...<qg".
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Korlatos ugrasok és a momentumok |étezése

s<t

{sp1x 91> n(e+ o)\ fsup1x ()] = (n+1) (b )}

halmazon az integral feliilrél becsiilheté a

P (sup X (5)] > n(b+) ) (0 1) (b+))"

s<t

szammal, igy

E (X (6)) < E (sup|X (9)]") < L (064 )" " <o
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Folytonos fiiggetlen nvekményii folyamatok

Theorem
Minden folytonos fiiggetlen névekményii folyamat Gauss-folyamat, vagyis
tetszéleges t1, ty, ..., t, idépontok esetén az

(X(t1), X(t2), ..., . X(tn))

eloszldsa normadlis.

Az X fliggetlen névekményii folyamat, ezért a Z(t) = X(t+s) — X(s)
fuggetlen névekményii folyamat minden s esetén. Ebbdl kévetkezben
elegendd megmutatni, hogy az X (t) normalis eloszldsi minden t-re.
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Folytonos fiiggetlen nvekményii folyamatok

Az X folytonossdga miatt véges szakaszokon az X &sszes momentuma
korldtos. Ebbdl kévetkezéen egyrészt az E(X(t)) minden t esetén véges,
mdsrészt az X a véges idészakaszokon az L2(Q)) térben korldtos, igy
minden véges szakaszon egyenletesen integralhaté. Ebbdl kovetkezden a
varhat6 érték és a hatdrérték felcserélhetd, kdvetkezésképpen az E(X(t))
folytonos. Ebbdl kévetkezbéen az

Y(t) = X(t) — E(X(t))

folytonos martingdl. Mivel az egyiittes eloszlds tipusat a varhaté
értékekkel valé eltolds nem médositja, ezért feltehetjiik, hogy az X
folytonos martingdl.
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Folytonos fiiggetlen nvekményii folyamatok

Az X ndévekményei fiiggetlenek, ezért az [X] névekményei is fiiggetlenek.
igy az U(t) = [X](t) — E([X](t)) ismételten egy folytonos martingal. Az
[X] ndvekeds igy az U véges valtozasl, igy majdnem minden kimenetelre
U = 0. Ebbél kdvetkezéen az [X]| determinisztikus. Az Ité-formula szerint

exp(iuX(t))—1 = Jju /Otexp(iuX(s))dX (s) —
1o

e /otexp(iuX(S))d [X] (s)-
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Folytonos fiiggetlen nvekményii folyamatok

Az exp(iuX) korldtos az X a véges szakaszokon négyzetesen integrdlhato,
igy a sztochasztikus integral martingal. Vdarhaté értéket véve

E (exp(iuX (1)) 1 = — 1E </0texp(iuX(s))d IX] (s)) |

Mivel a kvadratikus variacié determinisztikus, ezért a Fubini-tétel
haszndlhatd. A varhatd értéket és az integralast felcserélve

p(tu) 1= 2 [p(s)dIX](s).
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Folytonos fiiggetlen nvekményii folyamatok

Konnyen, példaul az It6-formuldval megmutathatd, hogy a

2

o(t0) =0 (-2 X](0)

kielégiti az egyenletet. Meg kell mutatni, hogy a megoldas egyértelm(i. Ha
@ és P kielégiti az egyenletet és p = ¢ — ¢ , akkor a p fiiggvényre
p(0) =0és

u? o[t

== [0 dXi(s) =~ [[p(s)d[X](5).
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Folytonos fiiggetlen nvekményii folyamatok

Ha valamely t idépontban p(t) # 0, akkor az ilyen idépontok halmazanak
van véges infimuma. Jeldlje ezt az infimumot s. Vildgos, hogy p (s) =0,
ugyanis ha nem nulla, akkor az infimum csdkkenthet6 lenne. Ha s < oo,
akkor az [X] folytonossdga miatt van olyan t > s, hogy.

lo(w)| = [p(w) —p(s)| =

ami lehetetlen.
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