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TARTALOMJEGYZÉK iii

Ezt a jegyzetet két okból írtam: Egyrészt össze akartam foglalni a Gazdaságmatematika
szakon az elmúlt három évben tartott el®adásaimat, másrészt egyértem¶en jelezni akartam a
hallgatóknak, hogy mi a tananyag, mit várok el t®lük a vizsgán. A jegyzet pontosan követi
a medvegyev.uni-corvinus.hu honlapon szerepl® tananyagot. Mintegy annak öszefoglalása és
összeszerkesztése. A tananyag tartalmán három év alatt nem sokat változtattam. A jegyzet
összeállítása során viszonylag könny¶ dolgom lett volna ha a feltöltött állományok egy jelent®s
részének nem veszett volna el a forrása. Ez sem okozott azonban sok gondott ugyanis így csak
vissza kellett nyúlnom az eredeti forrásukhoz, a Valószín¶ségszámítás és a Sztochasztikus analízis
könyvekhez. Evvel persze az elmúlt évek kisebb javításai esetleg elvesztek és esetleg az eredeti
anyagokban lev® hibák újra visszakerültek.

Természetesen a jegyzet alapvet®en a sztochasztikus folyamatok modern elméletér®l szól, de
mindig a közgazdasági, els®sorban pénzügyi alkalmazások szemléletéb®l kiindulva. Ezért a tár-
gyalás tengelyében a sztochasztikus integrálás elmélete van. Az egyes fejezetek a honlapon jelzett
pontoknak felelnek meg. Id®nként el®rehivatkozásokkal is találkozhat az olvasó, és általában a
tételek rendje nem feltétlenül logikus. Ugyanis ez egy jegyzet és nem egy tankönyv.



1. fejezet

A sztochasztikus folyamatok

általános elmélete

A továbbiakban rögzítsük az (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®t. Az (Ω,A) szerint mérhet®, valós szám
érték¶ függvények összességére mint valószín¶ségi változókra1 fogunk hivatkozni. Az (Ω,A,P)
mez®r®l feltesszük, hogy teljes, vagyis tartalmazza a nulla valószín¶séggel rendelkez® halmazok
összes részhalmazát is. Ez a feltétel, bár nem jelent megszorítást némiképpen meglep®2. A teljessé-
gre azonban folyamatosan szükségünk lesz. Például folytonos id®paraméter mellett is biztosítani
szeretnénk, hogy a Borel-halmazok találati ideje3 mindig megállási id®4 legyen. Ennek igazolása a
vetítési tételre5 épül, és a vetítési tétel alkalmazásakor fel kell tételezni a mérhet® tér teljességét.
A sztochasztikus folyamatok elméletében sokszor találkozhatunk olyan mérhet® függvényekkel,
amelyek pozitív mérték¶ halmazon végtelenek, vagyis a függvény értékkészlete hangsúlyozottan
nem az R, hanem a kiterjesztett valós számok R $ [−∞,∞] halmaza. A legfontosabb példát a
véletlen id®pontban bekövetkez®, úgynevezett megállási id®k, más néven megállási szabályok szol-
gáltatják. Ha a megállási szabály által reprezentált esemény valamely kimenetelre nem következik
be, akkor a szabály értékét az adott kimenetelen célszer¶ végtelennek választani, így a megállási
id®k értéke pozitív valószín¶ség¶ halmazon végtelen lehet. A sztochasztikus folyamatok értékeit
minden id®pontban valószín¶ségi változónak tekintjük, el®fordulhat azonban, hogy valamely sz-
tochasztikus folyamat értéke bizonyos id®pontokban végtelen6.

1.1. Sztochasztikus folyamatok trajektóriái

Els® megközelítésben a sztochasztikus folyamat olyanX (t, ω) kétváltozós függvény, amely rögzített
t paraméter esetén az (Ω,A,P) téren értelmezett valószín¶ségi változó. A lehetséges id®paraméterek
Θ halmaza rendszerint a valós számok részhalmaza. Ha folytonos idej¶ sztochasztikus folyama-
tokat vizsgálunk, akkor a Θ egy intervallum, általában Θ = R+ $ [0,∞), de paraméterhalmazként
a [0,∞] és a (0,∞) is gyakran el®fordul. A továbbiakban, ha másképpen nem említjük, akkor a
lehetséges id®pontok Θ halmazán az R+ félegyenest értjük. A sztochasztikus folyamat de�níció
azonban pontosításra szorul. A valószín¶ségi változók a valószín¶ségszámítás és a matematikai
analízis felfogása szerint ekvivalenciaosztályok. Ennek megfelel®en rögzített ω esetén nem beszél-

1V.ö.: A valószín¶ségi változó fogalma és trajektóriák problémája.
2A teljesség feltétele mindig garantálható, így ártalmatlan és lényegtelen feltételnek t¶nik. A megkötés meglep®

volta éppen az, hogy erre a � jelentéktelen�, és éppen ezért �gyanús� feltételre egyáltalán szükség van. A feltétel
�gyanús� volta éppen abban áll, hogy a valószín¶ségszámításban használt absztrakt mértékelmélet kifejtése során a
teljességre tulajdonképpen nincsen szükség.

3V.ö.: 1.19. de�níció, 10. oldal.
4V.ö.: 1.14. de�níció, 8. oldal.
5V.ö.: 1.22. tétel, 10. oldal.
6Tipikus példa a pontfolyamatokhoz rendelt számláló folyamat.

1



2 1. A SZTOCHASZTIKUS FOLYAMATOK ÁLTALÁNOS ELMÉLETE

hetünk az X (t, ω) értékr®l7. Mivel erre szükségünk van, a továbbiakban valószín¶ségi változó
alatt nem az ekvivalenciaosztályt, hanem a függvényosztályból alkalmas szabályok szerint kivett
konkrét reprezentánst értünk8. Másképpen a sztochasztikus folyamat megadásakor meg kell adni
a függvényosztályt, amely tartalmazza a trajektóriákat.

1.1 De�níció.
Valamely (Ω,A,P) mez®n és Θ id®halmazon értelmezett sztochasztikus folyamaton olyan a Θ×Ω
halmazon értelmezett kétváltozós függvényt értünk, amely a második koordinátájában az (Ω,A,P)
mez®n értelmezett mérhet® valós függvény.

1.2 De�níció.
Ha az ω ∈ Ω kimenetelt rögzítjük, akkor a t 7→ X (t, ω) hozzárendeléssel de�niált X (·, ω) : Θ→ R
függvényt az X sztochasztikus folyamat ω kimenetel melletti realizációjának vagy trajektóriájának
fogjuk nevezni.

Ebben a felfogásban a folyamat konkrét realizációja nem �id®pontonként� függ a véletlent®l, hanem
a realizáció �egésze� függ t®le. A sztochasztikus folyamatok �lezajlását� nem célszer¶ úgy elgo-
ndolni, hogy minden id®pontban �kockát vetünk�, hanem úgy, hogy a folyamat �elején� egyszer
generálunk egy véletlen kimenetelt, amely már kiválasztja a folyamat teljes realizációját. A lát-
szólagos �szemléleti ellentmondást� úgy oldhatjuk fel, ha megjegyezzük, hogy az Ω halmaz ál-
talában már maga is függvénytér, amely a t ∈ Θ paramétert®l függ® függvényekb®l áll, tehát az
ω ∈ Ω meghatározása egy �véletlen folyam� kiválasztását jelenti9. Mindjárt a tárgyalás elején cél-
szer¶ jelezni, hogy a trajektóriákról folytonossági megkötéseket fogunk tenni. Igen gyakran meg
fogjuk követelni a trajektóriák folytonosságát, vagy hogy a trajektóriáknak minden id®pontban
legyen jobb és bal oldali határértéke.

1.3 De�níció.
Az X folyamatot jobbról regulárisnak mondjuk, ha a trajektóriái jobbról folytonosak és rendelkeznek
bal oldali határértékkel. Hasonlóan, ha a folyamat trajektóriái balról folytonosak és rendelkeznek
jobb oldali határértékkel, akkor a folyamatot balról regulárisnak mondjuk. Az értelmezési tartomány
alsó határán a folyamat bal oldali határértékén, illetve az értelmezési tartomány fels® határán a
folyamat jobb oldali határértékén, de�níció szerint, a folyamat helyettesítési értékét értjük, feltéve
természetesen a helyettesítési érték létezik.

Némiképpen meglep®, de az, hogy a szakadási pontokban a folyamat a jobb, vagy a bal oldali
határértékét veszi fel lényeges megkötést jelent. Ezt azért érdemes jelezni, hogy az olvasó mindjárt
a tárgyalás elején érzékelje a trajektóriákra, illetve a folyamatokra tett mérhet®ségi és folytonossági
megkötések súlyát. Ha az X folyamat trajektóriái minden id®pontban rendelkeznek jobb és bal
oldali határértékkel, akkor beszélhetünk a folyamat

∆X (t) $ X (t+)−X (t−)

ugrásairól. Az értelmezési tartomány alsó és fels® határán a határértékekre vonatkozó konven-
ciónak megfelel®en az R+-on értelmezett, jobbról reguláris függvény esetén ∆X (0) = X (0+) −
X (0−) = 0. Például a χR+

függvény, legalábbis mint sztochasztikus folyamat a t = 0 pontban
balról és jobbról is folytonos, a t = 0 nulla pontban vett ugrása a konvenciónak megfelel®en

7Ez az a nullmérték¶ halmazok bosszúja!!! Most bújik ki a szög a zsákból. Pontosabban már kibújt a feltételes
várható érték de�níciójakor, de akkor még nem látta senki.

8Az, hogy ez megtehet® vagy sem, az mindig egy jó kérdés. Szemben a valószín¶ségszámítás legtöbb kérdésével a
sztochasztikus folyamatok elmélete egy sor nem triviális részletkérdéssel terhelt, igen technikás terület. A szükséges
technika elsajátításának kényszere éppen a nullmérték¶ halmazok bosszúja!

9Általában Ω a lehetséges trajektóriák halmaza, és a különböz® folyamatokat az Ω-án megadott mértékek
de�niálják. Ebben a szemléletben a folyamatok, vagy legalábbis az alapfolyamatok, konstrukciója alkalmas mértékek
konstruálását jelenti. Ha Ω a lehetséges trajektóriák tere, akkor a folyamat kanonikus modelljér®l beszélünk. A szto-
chasztikus folyamatok elmélete nem függvénytér érték¶ valószín¶ségi változókkal foglalkozó valószín¶ségszámítás,
de az elmélet számos kérdése függvénytereken értelmezett mértékek vizsgálatára vezethet® vissza.
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nem egy hanem nulla! Természetesen nem akarjuk a határérték fogalmát újrade�niálni10, csak a
szóhasználat egyszer¶sítésér®l és a terminológia pontosításáról van szó.

1.2. Filtráció, adaptált és progresszíven mérhet® folyamatok

Minden folyamat alapvet® sajátossága az alapul vett id® �irreverzíbilis változása�. Az �id® múlását�
a �ltráció fogalma írja le.

1.4 De�níció.
Az (Ω,A,P) valószín¶ségi mez®n minden t ∈ Θ id®ponthoz rendeljük hozzá egy Ft ⊆ A σ-algebrát.
Ha minden s < t esetén Fs ⊆ Ft, akkor az F $ (Ft)t∈Θ összességet eseményfolyamnak, �ltrációnak
nevezzük. Az (Ω,A,P,F) négyest sztochasztikus alaptérnek mondjuk. Az F �ltráció segítségével
elkészíthetjük az

Ft+ $ ∩s>tFs,

σ-algebrát.

1. Az F �ltráció jobbról folytonos, ha minden t-re Ft = Ft+.

2. Azt mondjuk, hogy az (Ω,A,P,F) sztochasztikus alaptér teljesíti a szokásos feltételeket ha
az F jobbról folytonos, az F0 tartalmazza az (Ω,A,P) nulla halmazait valamint az (Ω,A,P)
teljes.

Miként az elnevezés is mutatja, a sztochasztikus alaptérr®l mindig fel fogjuk tenni a szokásos
feltételeket. Az Ft σ-algebrát szokás úgy interpretálni, mint az olyan események halmaza, amelyek
bekövetkezése, illetve be nem következése a t id®pontig eldönthet®, másképpen fogalmazva Ft a
t id®pontig �felhalmozódott� információk összessége. A nulla halmazokra vonatkozó feltétel úgy
interpretálható, hogy ezek bekövetkezését irrelevánsnak gondoljuk.

A �ltráció fogalmával esetlegesen el®ször találkozó olvasóban felmerülhet, hogy miként lehet �ltrá-
ciót �készíteni�, illetve hogy az A σ-algebrának milyen rész σ-algebrái vannak. Filtrációt számos
módszerrel lehet megadni. Tekintsük az úgynevezett kanonikus modellt, vagyis tegyük fel, hogy
az Ω elemei a Θ paramétertéren értelmezett alkalmas tulajdonsággal rendelkez® függvények, és
az (Ω,A) eseménytér legyen a szorzatmérhet®ség által indukált mérhet®ségi struktúra, vagyis tek-
intsük az

{ω : ω (t1) ∈ I1, . . . , ω (tn) ∈ In} (1.1)

alakú halmazok által generált σ-algebrát, ahol a t1, . . . , tn id®pontok a Θ tetsz®leges elemei, az
I1, . . . , In pedig az esemény megfogalmazásához szükséges halmazok. Ha az F0

t halmazt úgy
de�niáljuk, mint az olyan (1.1) alakú halmazok által generált σ-algebrát, amelyekre a ti id®pontok
egyike sem nagyobb mint t, akkor monoton növeked® σ-algebra sorozathoz jutunk. Az F0

t is-
meretében az Y (t, ω) $ ω (t) folyamat aktuális realizációját meghatározó ω kimenetel t id®pontig
való lefutása meghatározható, hiszen tetsz®leges s ≤ t id®pontra és I intervallumra eldönthet®,
hogy az

{ω (s) ∈ I} ∈ F0
t

esemény teljesült vagy sem. Természetesen, ha s > t, akkor az ω (s) alakulását az F0
t már �nem

írja el®�. Ez a konstrukció speciális esete a következ®nek: Rögzítsük az X alapfolyamatot, és
FXt $ σ (X (s) : s ≤ t). Mindkét esetben a fels® index arra utal, hogy a de�niált �ltráció még nem
azonos a tényleges �ltrációval. Ennek oka, hogy a folyamat által generált �ltráció általában nem
teljesíti a szokásos feltételeket, azaz nem tartalmazza a nullmérték¶ halmazokat és legtöbbször
nem jobbról folytonos. Mivel ez igen nagy hiányosság, ezért az FX �ltrációt ki kell b®víteni.
Leggyakrabban a tényleges F �ltrációt az X alapfolyamat és az (Ω,A,P)-nullmérték¶ halmazok

10Az értelmezési tartományon kívülr®l nem lehet határértéket venni, így az általunk bevezetett konvenció nem
ütközik a megszokott de�nícióval. Megjegyezzük, hogy az irodalomban néhány szerz® az X (0−) $ 0 konvencióval
él. Ilyenkor általában (∆X) (0) = X (0) 6= 0.



4 1. A SZTOCHASZTIKUS FOLYAMATOK ÁLTALÁNOS ELMÉLETE

valamilyen N ⊆ A osztálya generálja, vagyis Ft $ σ
(
FXt ∪N

)
. Az így kapott F �ltrációt szokás

az FX kib®vített �ltrációjának mondani. Meglep® módon a kib®vített �ltráció igen gyakran11

jobbról folytonos, vagyis teljesíti a szokásos feltételeket. Ezt mutatjuk be a következ® alapvet®
jelent®ség¶ példával12:

1.5 Példa.
A �ltráció kib®vítése lényeges, az FXt $ σ (X (s) : s ≤ t) nem feltétlenül jobbról folytonos.

Az X folyamat legyen egy w Wiener�folyamat és F legyen az olyan ω kimenetelek halmaza,
amelyhez van ε > 0, hogy a [0, ε] szakaszon a w (ω) trajektória nulla. Világos, hogy F = ∪nFn,
ahol Fn az olyan kimenetelek halmaza, ahol a w (ω) nulla a [0, 1/n] szakaszon. Az Fn mérhet®,
hiszen ekvivalens a w (rn, ω) = 0, rn ∈ [0, 1/n]∩Q feltétellel13. Evidens módon14 P (Fn) = 0, ezért
az F is mérhet® és P (F ) = 0. De�níció szerint w (0) ≡ 0, ezért F0

0 = {Ω, ∅} , ugyanis tetsz®leges
konstans érték¶ függvény által generált σ-algebra csak az üres halmazból, illetve az alaphalmazból
áll15. Tehát16 F /∈ F0

0 . Ha t > 0 és 1/n ≤ t, akkor Fn ∈ F0
t , amib®l ∪1/n≤tFn ∈ F0

t . Ugyanakkor
tetsz®leges t-re

∪1/n≤tFn = F,

ugyanis evidens módon ∪1/n≤tFn ⊆ F, de ha ω ∈ F, akkor alkalmasan nagy n-re ω ∈ Fn ⊆
∪1/n≤tFn. Ebb®l viszont F ∈ ∩t>0F0

t = F0
0+, vagyis F0

0 6= F0
0+.
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A példa fényében némiképpen meglep® a következ® állítás:

1.6 Állítás.
Ha F jelöli valamely w Wiener-folyamat kib®vített �ltrációját, akkor az F jobbról folytonos.

1.7 De�níció. (Adaptált folyamat)
Ha az X folyamat minden t id®pontban az ω szerint Ft-mérhet®, vagyis ha minden t-re az X (t)
változó, Ft-mérhet®, akkor azt mondjuk, hogy az X adaptált az F-re nézve17. Az A ⊆ Θ × Ω
halmazt adaptáltnak mondjuk, ha az A halmaz χA karakterisztikus függvénye adaptált.

A továbbiakban, ha csak explicite nem mondjuk az ellenkez®jét, mindig csak adaptált folyam-
atokkal foglalkozunk. Könnyen belátható, hogy az adaptált halmazok σ-algebrát alkotnak. Az
adaptáltság és a mérhet®ség közötti különbség választja el a mértékelméletet a sztochasztikus
folyamatoktól. Az Ft σ-algebrák elvileg jóval sz¶kebbek lehetnek mint az A, de mivel csak adap-
tált folyamatokkal foglalkozunk, feltehetjük18, hogy A = F∞, ahol F∞ $ σ (Ft : t ∈ Θ).

11Vegyük észre, hogy ha a �ltráció jobbról folytonos, akkor a nullhalmazokkal kib®vített �ltráció is jobbról
folytonos marad, tehát a jobbról folytonosság garantálása a nehezebb.

12A Wiener-folyamattal kés®bb részletesebben foglalkozni fogunk. A jelen példa els® olvasásra kihagyható.
13Ugyanis a w trajektóriái de�níció szerint folytonosak.
14A folyamat értékének eloszlása minden id®pontban folytonos, ugyanis a w (t) minden t-re normális eloszlású.

Így nulla annak a valószín¶sége, hogy w a folyamat megszámlálható el®re megadott pontban nulla értéket vegyen
fel.

15Ugyanis a generált σ-algebra az f−1 (B) , B Borel-halmaz, alakú halmazokból áll, és ha f azonosan konstans,
akkor az f−1 (B) vagy üres, vagy a teljes Ω.

16Felmerülhet a kérdés, hogy esetleg F = ∅. Megmutatható hogy ha Ω $ C ([0,∞)) jelöli a [0,∞) szakaszon
értelmezett folytonos függvények összességét és A a C ([0,∞)) szeparábilis metrikus tér Borel�halmazai, akkor van
olyan P valószín¶ségi mérték az (Ω,A) mérhet® struktúrán, amelyre a w (t, ω) $ ω (t) , ω ∈ Ω koordinátafolyamat
Wiener�folyamat. (A pontosság kedvéért a Wiener�folyamatot w (0) ≡ 0-val de�niáltuk, ezért a C ([0,∞)) helyett
csak a t = 0-ban nulla függvényeket kell venni, de ez a gondolatmenetet nem befolyásolja.) Ebben a speciális
esetben az F 6= ∅ evidens módon teljesül.

17Az irodalomban szokás volt jöv®t®l való függetlenségr®l beszélni. Ez alatt az kellett érteni, hogy a folyamat
értéke a t id®pontban nem függ a t után felvett értékét®l, a folyamatnak nincsenek a jöv®re nézve �várakozásai�.

18Feltehetjük, de ennek semmi jelent®sége a kés®bbiekben nem lesz.
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1.8 Példa.
Ha Ft = {∅,Ω} minden t-re, akkor csak az ω szerint konstans értéket felvev® sztochasztikus folyam-
atok adaptáltak19. Az Ft = A minden t-re, �ltrációra nézve minden sztochasztikus folyamat adap-
tált.

1.9 De�níció. (Progresszíven mérhet® folyamat)
Az A ⊆ Θ× Ω halmazt progresszíven mérhet®nek mondjuk, ha minden t ∈ Θ esetén

A ∩ ([0, t]× Ω) ∈ B ([0, t])×Ft,

vagyis az A halmaznak a [0, t] × Ω halmazra való lesz¶kítése (B ([0, t])×Ft)-mérhet®. A prog-
resszíven mérhet® halmazok σ-algebrát alkotnak, amelyet R-rel fogunk jelölni. Az X folyamat
progresszíven mérhet®, ha mint kétváltozós függvény R-mérhet®20.

A progresszíven való mérhet®ség fogalma némiképpen er®ltetettnek t¶nik. Miért nem elegend® az
adaptáltság? Milyen heurisztikus indok magyarázza a progresszíven való mérhet®ség bevezetését?
A �ltrációt általában valamilyen, a vizsgált modellben szerepl®, ott explicit módon megadott küls®
véletlen forrás de�niálja: a �ltráció általában ezen küls® forrás által generált �ltráció, természete-
sen kiegészítve a nullmérték¶ halmazokkal. Ilyenkor a generált σ-algebrák struktúrája szerint21

az F0
t σ-algebrában szerepl® tetsz®leges eseményt a véletlen forrás t el®tti megszámlálható számú

id®pontban való meg�gyeléséb®l származó információ írja le. Az Ft-ben tehát nullmérték¶ hal-
maztól eltekintve a megszámlálható meg�gyeléssel leírható halmazok vannak. Ennek megfelel®en
az adaptáltság heurisztikusan a megszámlálható id®pontban meg�gyelt információtól való függést
jelenti. A progresszíven való mérhet®ség megkövetelése esetén a nem megszámlálható számosságú
id®pontokban való meg�gyeléseket is �gyelembe akarjuk venni22. Hangsúlyozzuk, hogy az adap-
táltság a parciális mérhet®ségnek megfelel® fogalom, a progresszíven való mérhet®ség a szorzat-
mérhet®ség általánosítása. Általában a szorzatmérhet®ség garantálása nem is olyan egyszer¶. Az
egyedüli jól használható kritérium a következ®:

1.10 Állítás.
Ha az X adaptált folyamat minden realizációja minden id®pontban vagy balról vagy jobbról folytonos,
akkor az X progresszíven mérhet®23.

Bizonyítás: Jelölje F a �ltrációt. Tegyük fel, hogy a folyamat trajektóriái jobbról folytonosak.
Az egyszer¶bb jelölés végett vegyük a [0,∞) intervallumot, és rögzítsünk le egy t > 0 id®pon-
tot. Jelölje X a lesz¶kített folyamatot. Minden n ∈ N természetes számra osszuk fel a [0, t]
intervallumot 2n részre, és

Xn (s, ω) $

{
X
(
kt
2n , ω

)
ha s ∈

(
(k−1)t

2n , kt2n

]
X (0, ω) ha s = 0

.

Mivel az s 7→ Fs monoton, ezért az Xn lépcs®s folyamat B ([0, t]) × Ft mérhet®. A feltételezett
jobbról való folytonosság miatt, ha (s, ω) ∈ [0, t]× Ω, akkor

lim
n→∞

Xn (s, ω) = X (s, ω) ,

19Ezeket szokás determinisztikus folyamatoknak mondani.
20Vagy ami ugyanaz, minden t esetén a folyamat lesz¶kítése a [0, t] id®szakszra (B ([0, t])×Ft)-mérhet®.
21A mértékelméleti bevezetés során meg szokás mutatni, hogy valamely függvényhalmaz által generált σ-algebra

minden eleme benne van egy az eredeti halmaz egy alkalmas megszámlálható részhalmaza által generált σ-
algebrában. Másképpen egy függvényhalmaz által generált σ-algebra a generáló függvénysereg megszámlálható
részhalmazai által generált σ-algebrák egyesítése.

22Kés®bb látni fogjuk, hogy a progresszíven való mérhet®ség a sztochasztikus folyamatok trajektóriánkénti inte-
grálása során, illetve a megállított változók mérhet®ségének indoklásakor szerepel. Mindkét esetben a konstrukció
során készített változók értéke az eredeti folyamat nem megszámlálható id®pontban felvett értékét®l függ.

23A balról illetve a jobbról való folytonosság nem kimenetenként értend®, hanem az egész folyamatra nézve vagy
az egyik vagy a másik oldali folytonosságnak kell teljesülnie. Ismételten hangsúlyozzuk, hogy szinte kivétel nélkül
mindig feltesszük, hogy a trajektóriák regulárisak, vagyis hogy a trajektóriáknak nincsen másodfajú szakadása, és
valamelyik oldalról folytonosak. Ennek megfelel®en a progresszív mérhet®ség igen enyhe megkötés. Mivel az Ft ≡ A
�ltrációra minden sztochasztikus folyamat adaptált, ezért speciálisan minden, az id®paraméter szerint jobbról, vagy
balról folytonos folyamat szorzatmérhet®.
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ezért az X is B ([0, t])×Ft mérhet®. A bizonyítás csekély módosításával, az Xn de�níciójában az
intervallum másik végpontját megadva, az állítás igazolható akkor is, ha az X balról folytonos.

2

1.11 Példa.
∆X (t) $ X (t)−X (t−) folyamat progresszíven mérhet®.

Progresszíven mérhet® folyamatokra a kanonikus példát a reguláris trajektóriájú sztochasztikus
folyamatok ugrásaiból álló folyamatok szolgáltatják. Ha az X folyamat például jobbról reguláris,
akkor az ugrásaiból álló ∆X (t) $ X (t)−X (t−) folyamat nem lesz se jobbról, se balról folytonos,
de progresszíven mérhet® lesz, ugyanis két progresszíven mérhet® függvény különbsége.

2

1.12 Példa.
Adaptált folyamat, amely nem progresszíven mérhet®.

Legyen Θ $ Ω $ [0, 1] , a σ-algebra mind a két halmazon legyen B ([0, 1]) . Az F �ltráció minden
t-re álljon a [0, 1] egy pontból álló részhalmazai által generált σ-algebra halmazaiból. Legyen

X (t, ω) $

{
1 ha t = ω
0 ha t 6= ω

.

Vagyis X legyen a
∆ $ {(t, ω) : t = ω} ⊆ [0, 1]× [0, 1]

átló karakterisztikus függvénye. Az X (t) minden t id®pontban csak két értéket vehet fel, és
triviálisan adaptált az F �ltrációra nézve24. Ugyanakkor az X például nem B (Θ)×F1/2 mérhet®,
és ezért az X nem progresszíven mérhet®. (Ha az X folyamat szorzat mérhet® lenne, akkor a

([0, 1/2]× Ω) ∩∆ = ([0, 1/2]× Ω) ∩ {X = 1}

halmaz is szorzat mérhet® lenne és a halmaz Ω halmazra való vetületének, vagyis a [0, 1/2] hal-
maznak, mérhet®nek kellene lenni25.) Vegyük észre, hogy ha P az Ω = [0, 1] halmazon a Lebesgue-
mérték, akkor az X (t) minden t id®pontban ekvivalens az Y (t) = 0 progresszíven mérhet® folya-
mattal, vagyis az X-hez található olyan Y progresszíven mérhet® folyamat, hogy minden t-re az
X (t) és az Y (t) valószín¶ségi változók ugyanabba az osztályba tartoznak.

2

A progresszíven való mérhet®ség igen enyhe feltétel, tulajdonképpen a sztochasztikus folyamatok
elméletében használható legenyhébb használható mérhet®ségi megkötés. A progresszíven való
mérhet®ség fontos következménye, amely a Fubini�tétel közvetlen folyománya, hogy a feltétel
teljesülésekor tetsz®leges µ lokálisan véges26 mérték esetén a

(t, ω) 7→
∫ t

0

X (s, ω) dµ (s)

integrálfolyamat adaptált marad. Hangsúlyozni kell, hogy a µ mértéknek lokálisan végesség miatt
de�niálható a V (t) $ µ ((0, t]) �eloszlásfüggvénye�, amely egy korlátos változású függvény. Ha
µ ({0}) = 0, akkor a V jobbról reguláris. A µ ({0}) = 0 megkötésre a t = 0 pontban tett speciális
megkötések miatt van szükség. Ezt az észrevételt általánosíthatjuk véletlen mértékek esetére is.

1.13 Állítás.
Legyen V jobbról reguláris és adaptált folyamat. Tegyük fel továbbá, hogy a V mindegyik trajek-
tóriája véges változású, vagyis az összes [0, t]. kompakt id®szakaszon az összes trajektória korlátos
változású.

24Az {X (t) = 1} halmaz egyetlen pontból áll és így eleme az egy pontból álló halmazok által generált σ-
algebrának.

25Ha a legfeljebb megszámlálható halmazok mértéke nulla, a nem megszámlálhatóké pedig egy akkor a mértéktér
teljes.

26A lokálisan végesség de�níció szerint azt jelenti, hogy minden kompakt halmaz mértéke véges. Így a µ σ-véges.
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1. Ha minden ω kimenetelre az X (ω) trajektóriák a V (ω) mértékre nézve az összes véges
id®szakaszon integrálhatóak, akkor az

Y (t, ω) $
∫ t

0

X (s, ω)V (ds, ω) $

$
∫ ∞

0

χ ((0, t])X (s, ω)V (ds, ω) =

=
∫ ∞

0

χ ([0, t])X (s, ω)V (ds, ω)

parametrikus integrálok jobbról regulárisak. Speciálisan ez a tulajdonság teljesül, ha az X
trajektóriái regulárisak27.

2. Ha az X progresszíven mérhet®, akkor az Y adaptált.

Bizonyítás: Az állítás els® fele a majorált konvergencia tétel közvetlen következménye. Például

Y (t+, ω) $ lim
h↘0

∫ t+h

0

X (s, ω)V (ds, ω) =

= lim
h↘0

∫ t+1

0

χ ([0, t+ h])X (s, ω)V (ds, ω) =

= lim
h↘0

∫ t+1

0

lim
h↘0

χ ([0, t+ h])X (s, ω)V (ds, ω) =

= lim
h↘0

∫ t+1

0

χ ([0, t])X (s, ω)V (ds, ω) =

=
∫ t

0

X (s, ω)V (ds, ω) $ Y (t, ω) .

A bizonyításban természetesen minden egyes ω kimenetelre a V (ω) trajektória által generált
mérték szerint kellett külön-külön integrálni. A reguláris trajektória de�níciója miatt a V minden
trajektóriája folytonos a t = 0 pontban, így a {t = 0} pont mértéke az összes kimenetelre nulla. Az
els® tulajdonság második fele egyszer¶ következménye annak, hogy egy reguláris függvény minden
kompakt halmazon korlátos: Ha ez nem így lenne és egy reguláris f függvény egy kompakt [a, b]
szakaszon nem lenne korlátos, akkor egy alkalmas az [a, b] szakaszból vett (tn) sorozatra |f (tn)| ≥ n
lenne. Mivel az [a, b] kompakt ezért feltehet®, hogy a sorozatnak van részsorozata, amely egy
t∗ ∈ [a, b] ponthoz konvergál. A számegyenes elemi tulajdonsága miatt a t∗ vagy egy jobbról
vagy balról vett sorozattal és elérhet®. De ez triviálisan ellentmond annak, hogy az f -nek minden
pontban van jobbról és balról is határértéke.

A bizonyítás második felére rátérve vegyük észre, hogy mivel a V nem determinisztikus, az állítás
második felének igazolásához nem alkalmazhatjuk közvetlenül a Fubini-tételt, de a Fubini-tétel
bizonyításának gondolatmenete értelemszer¶en kiterjeszthet® erre az esetre is. Jelölje H az olyan
korlátos folyamatok családját, amelyre az Y (t) minden t-re Ft-mérhet®. Mivel a feltétel szerint a
véges id®szakaszokon a V minden trajektóriája korlátos változású, ezért az általa generált mérték
minden kimenetelre minden véges id®szakaszon véges, így a korlátos függvények integrálhatóak,
következésképpen a H lineáris tér és a H, tartalmazza a konstans X ≡ 1 folyamatot. Ha 0 ≤ Hn

∈ H és Hn ↗ H és a H korlátos, akkor a domináns konvergencia tétel miatt H ∈ H. Ebb®l
következ®en a H egy λ-rendszer. Ha C ∈ Ft és s1 ≤ s2 ≤ t, valamint B $ (s1, s2] × C, akkor
felhasználva, hogy a V a feltétel szerint adaptált az∫ t

0

χB (s, ω)V (ds, ω) = χC (V (s2)− V (s1))

27Figyeljük meg, hogy de�níció szerint az integrációs tartomámyból a t = 0 pontot mindig kihagyjuk.
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parametrikus integrál Ft-mérhet®. A C × ((s1, s2]) alakú halmazok π-rendszert alkotnak, így a
kararakterisztikus függvényeik halmaz szorzat zárt. A monoton osztály tétel miatt a H tartal-
mazza a χB alakú függvények által generált σ-algebrát. Mivel a C ∈ Ft tetsz®leges lehet ezért
az említett π-rendszer éppen a B((0, t]) × Ft szorzatmérhet® halmazokból álló σ-algebrát gen-
erálja. Az X progresszíven mérhet®, így a [0, t] szakaszra való lesz¶kítése (B((0, t])×Ft)-mérhet®.
Következésképpen az állítás teljesül, ha azX korlátos és progresszíven mérhet®. Ebb®l az általános
eset a majorált konvergencia tételb®l már következik.

2

1.3. Megállási id®k

A �ltráció mellett a sztochasztikus folyamatok elméletének másik alapfogalma a megállási id®, vagy
másképpen megállási szabály. A megállási id® interpretációja a véletlen id®pontban bekövetkez®
esemény bekövetkezésének id®pontja. Nem túl meglep® módon a sztochasztikus folyamatokkal
kapcsolatban felvethet® legtöbb releváns kérdés megállási szabályokkal függ össze. Nem minden
véletlen id®pont megállási id®. Csak azokat a véletlen id®pontokat tekintjük megállási id®nek,
amelyek az alábbi de�nícióban szerepl® módon összekapcsolódnak a �ltrációval. Interpretációját
tekintve a megállási id® olyan véletlen id®pont, amelynek bekövetkezése a �ltrációban szerepl®
információ alapján eldönthet®28.

1.14 De�níció.
Legyen adva az Ω kimenetelek halmaza és az F �ltráció. Legyen τ : Ω→ Θ ∪ {∞}.

1. A τ függvényt az F �ltrációhoz tartozó megállási id®nek, vagy megállási szabálynak mondjuk,
ha minden t ∈ Θ esetén

{τ ≤ t} ∈ Ft.

2. A τ : Ω → Θ ∪ {∞} az F �ltrációhoz tartozó gyenge megállási id®, vagy gyenge megállási
szabály ha minden t ∈ Θ esetén

{τ < t} ∈ Ft.

Ha az F �ltráció a szövegkörnyezetb®l evidens, akkor a rá való hivatkozást elhagyjuk és egyszer¶en
megállási id®r®l, vagy gyenge megállási id®r®l fogunk beszélni.

1.15 Példa.
Majdnem mindenhol nulla függvények mint megállási id®k.

Legyen N nulla valószín¶ség¶ halmaz és a τ ≥ 0 függvény legyen nulla az N komplementerén.
Mivel megköveteltük a szokásos feltételeket, ezért az Ft eseményterek tartalmazzák a nulla valószín¶ség¶
halmazokat és minden t-re az (Ω,Ft,P) teljes. Ebb®l következ®en a τ megállási id®, ugyanis min-
den t-re teljesül a {τ ≤ t} ∈ Ft feltétel. Hasonlóan, ha a σ nullmérték¶ halmaztól eltekintve +∞,
akkor a σ megállási id®. A két példa speciális esete a következ®nek: Ha a τ megállási id® és a τ
és a σ nullmérték¶ halmaztól eltekintve azonosak és σ ≥ 0, akkor a σ is megállási id®. A példa
minden trivialitása ellenére alapvet®, ugyanis rámutat a teljesség egyik igen gyakran használt
következményére, miszerint teljesülése esetén a megállási szabályokat nullmérték¶ halmazon mó-
dosítva megállási szabályt kapunk.

2

28Ha autóval utazunk, és τ egy megadott város utáni els® benzinkút elérésének ideje, akkor a τ megállási id®,
de a város utolsó benzinkútjának elérési ideje nem megállási id®, ugyanis csak úgy találhatjuk meg, ha a város
végét jelz® tábla után visszafordulunk. Ugyancsak nem megállási id® például a trajektória maximumának helye,
ugyanis az, hogy hol van a maximum csak a teljes trajektória ismeretében állapítható meg. Nem megállási id® a
trajektóriák utolsó zérushelye, de általában az els® zérushely megállási id®. A megállási id® tehát interpretációját
és matematikai de�nícióját tekintve igen speciális mérhet® függvény. Az irodalomban a terminológia nem egységes.
Id®nként megállási id®n csak a véges érték¶ megállási id®ket értik, a végtelen értéket is felvev® megállási id®t pedig
Markov�id®nek nevezik, de a fordított megkülönböztetésre is találhatunk példát.
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Többször látni fogjuk, hogy a sztochasztikus folyamatok elmélete az id®tengely szempontjából
nem szimmetrikus. A �ltráció az id®tengely egyértelm¶ irányítását de�niálja. Ennek egyik fontos
megjelenése a következ® elemi, de igen gyakran használt állítás.

1.16 Állítás.
Minden megállási id® gyenge megállási id®. Ha az F �ltráció jobbról folytonos, akkor minden
gyenge megállási id® megállási id®.

Bizonyítás: Valóban, felhasználva, hogy minden �ltráció monoton n®

{τ < t} = ∪n
{
τ ≤ t− 1

n

}
∈ Ft.

Megfordítva, ha az F jobbról folytonos, vagyis ha Ft+ = Ft, akkor

{τ ≤ t} = ∩n
{
τ < t+

1
n

}
∈ ∩nFt+1/n $ Ft+ = Ft.

2

A �ltráció jobbról való folytonossága fontos szerepet játszik a következ® állításban is.

1.17 Állítás.
Ha τ és σ megállási id®k, akkor a τ ∧σ és a τ ∨σ is megállási id®. Ha (τn) megállási id®k monoton
növeked® sorozata, akkor a

τ $ lim
n→∞

τn

is megállási id®. Ha az F �ltráció jobbról folytonos és (τn) megállási id®k monoton csökken®
sorozata, akkor a

τ $ lim
n→∞

τn

szintén megállási id®.

Bizonyítás: Legyenek τ és σ megállási id®k.

{τ ∧ σ ≤ t} = {τ ≤ t} ∪ {σ ≤ t} ∈ Ft,
{τ ∨ σ ≤ t} = {τ ≤ t} ∩ {σ ≤ t} ∈ Ft.

Ha τn ↗ τ , akkor minden t-re

{τ ≤ t} = ∩n {τn ≤ t} ∈ Ft.

Ha τn ↘ τ , akkor minden t-re

{τ ≥ t} = ∩n {τn ≥ t} ∈ Ft

vagyis
{τ < t} = ∪n {τn < t} ∈ Ft.

Ha az F �ltráció jobbról folytonos, akkor a τ megállási id®.
2

1.18 Következmény.
Ha az F �ltráció jobbról folytonos és (τn) megállási id®kb®l álló sorozat, akkor a

lim sup
n→∞

τn, lim inf
n→∞

τn

határértékek szintén megállási id®k.
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A megállási id® absztrakt fogalmát a következ® de�níció és az azt követ® tétel teszi tartalmassá.

1.19 De�níció.
Ha Γ ⊆ R+ × Ω, akkor a

τΓ (ω) $ inf {t : (t, ω) ∈ Γ} (1.2)

kifejezést a Γ halmaz kezd®idejének nevezzük. Ha B ⊆ R, X sztochasztikus folyamat, akkor a

τB (ω) $ inf {t : X (t, ω) ∈ B} (1.3)

esetenként a
τB (ω) $ inf {t > 0 : X (t, ω) ∈ B} (1.4)

változót a B halmaz elérési, vagy találati idejének fogjuk nevezni29.

A halmazok elérési ideje speciális esete a halmaz kezd®idejének, ugyanis ha B ⊆ R, X sz-
tochasztikus folyamat, Γ $ {X ∈ B} , illetve Γ $ {X ∈ B} ∩ {t > 0} , akkor τΓ = τB .

1.20 Példa.
Találati id®kre, így megállási id®kre vonatkozó legfontosabb példák a

τa (ω) $ inf {t : X (t, ω)Ra}

típusú szintátlépési id®k, ahol R a ≥, >,≤, < relációk valamelyike.

A szokásos feltételek alapvet®ek a következ® Dellacheriet®l származó tételben:

1.21 Tétel. (Megállási id®k konstruálása)
Ha az (Ω,A,P,F) kielégíti a szokásos feltételeket és a Γ halmaz progresszíven mérhet®, akkor a Γ
(1.2) kezd®ideje megállási id®.

A tétel bizonyításához szükségünk lesz a következ®re30:

1.22 Tétel. (Vetítési tétel)
Ha az (Ω,A,P) tér teljes és

U ∈ B (Rn)×A,

akkor
projΩU $ {x : ∃t, (t, x) ∈ U} ∈ A.

Érdemes hangsúlyozni, hogy az állítás érvényét veszti, ha az (Ω,A,P) nem teljes. Meg kell még
jegyezni, hogy a tétel akkor sem teljesül, ha a B (Rn)×A helyett egy b®vebb σ-algebrát veszünk,
ami egyúttal a Borel és a szorzatmérhet®ség fogalmak fontosságát nyomatékosítja. A vetítési tétel
bizonyítása túl messzire vezetne, így elhagyjuk.

Bizonyítás: Vegyük a Γt $ Γ ∩ [0, t)× Ω halmazt. Az elérési id® de�níciója alapján {τΓ < t} =
projΩ (Γt) , ugyanis ha τΓ (ω) < t, akkor van olyan s, hogy (s, ω) ∈ Γt, vagyis az ω eleme a
vetületnek, megfordítva, ha ω eleme a vetületnek, akkor alkalmas s ∈ [0, t) esetén (s, ω) ∈ Γ,
vagyis τΓ (ω) ≤ s < t. A Γ progresszíven mérhet®, ezért Γt ∈ B ([0, t])× Ft. Emlékeztetünk, hogy
általában valamely szorzatmérhet® halmaz vetülete nem lesz mérhet®. Az A a feltétel szerint

29Ha τ (ω) =∞, akkor ezt úgy interpretáljuk, hogy az ω kimenetelre az τ által leírt esemény nem következik be.
Ennek megfelel®en τΓ (ω) $∞, ha nincs olyan t, amelyre (t, ω) ∈ Γ. A τB típusú jelöléseket különböz® helyzetekben
eltér® tartalommal fogjuk használni. Ha a B halmaz a folyamat értékkészletének részhalmaza, akkor a τB a B
találati ideje, ha B az R+×Ω részhalmaza, akkor a τB kezd®id®. Ha B az Ω részhalmaza, akkor a τB a τ megállási
id® lesz¶kítése a B eseményre.

30A vetítési tétel és a hozzá kapcsolódó problémák a mértékelmélet valóban nehéz kérdései közé tartoznak és
távolról sem természetesek, vagy intuitíve világosak. Számos látszólag egyszer¶ probléma megoldásakor szembek-
erülünk avval, hogy mérhet® halmazok képét kell vizsgálni. A mérhet® függvény de�níciója a mérhet® halmazok
®sképének mérhet®ségét biztosítja. Még folytonos függvények esetén is el®fordulhat, hogy valamely mérhet® halmaz
képe nem mérhet®. Például két Borel�mérhet® halmaz összege nem feltétlenül lesz Borel�mérhet®.
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teljes, az Ft a szokásos feltételek teljesülése miatt tartalmazza a nulla halmazokat, ezért az Ft is
teljes, így a vetítési tétel31 alapján a Γt szorzatmérhet® halmaz vetülete Ft-mérhet®, vagyis

{τΓ < t} = projΩ (Γt) ∈ Ft,

Az F jobbról folytonos32, ezért minden gyenge megállási id® megállási id®, vagyis a τΓ megállási
id®.

2

1.23 Következmény.
Ha az (Ω,A,P,F) kielégíti a szokásos feltételeket, az X folyamat progresszíven mérhet® és a B
halmaz Borel�mérhet®, akkor az (1.3) és az (1.4) kifejezések megállási id®k.

1.4. Megállított változók, folyamatok és σ-algebrák

Megállási id®k segítségével de�niálhatjuk a megállított változókat, folyamatokat és σ-algebrákat.
Ezek a fogalmak a sztochasztikus folyamatok elméletének speci�kus33 kategóriái.

1.24 De�níció.
Legyen X sztochasztikus folyamat, τ megállási id®.

1. Megállított folyamaton az
Xτ (t, ω) $ X (τ (ω) ∧ t, ω) ,

esetenként az
Xτ (t, ω) $ χ (τ > 0)X (τ (ω) ∧ t, ω) ,

folyamatot,

2. megállított változón az
Xτ (ω) $ X (τ (ω) , ω)

változót értjük. Az Xτ helyett legtöbbször a jobban olvasható X (τ) jelölést fogjuk használni.
Vegyük észre, hogy a megállított változó de�níciója pontatlan, ugyanis nem világos, hogy
amennyiben a folyamat nem terjeszthet® ki a +∞ id®pontra, akkor mi a megállított változó
értéke a {τ = +∞} halmazon. Ilyenkor szokás az

Xτ (ω) $ X (τ (ω) , ω)χ (τ <∞) (ω)

de�nícióval élni34.

3. Az Fτ megállított σ-algebra az olyan A ∈ A halmazokból áll, amelyekre minden t-re

A ∩ {τ ≤ t} ∈ Ft.

1.25 Példa.
A nulla id®pont speciális szerepe a megállított folyamat esetén.

31V.ö.: 1.22, tétel, 10. oldal.
32El®fordulhat, hogy (s, ω) ∈ Γ, ha s > t, de (t, ω) /∈ Γ. Ilyenkor τΓ (ω) = t, de ω /∈ projΩ (Γ ∩ [0, t]× Ω) . A

bizonyításban tehát a �ltráció jobbról folytonosságát kihasználtuk!
33Speci�kus abban az értelemben, hogy a mértékelméletben a fogalmaknak nincsen igazán analóg párja.
34Amennyiben az X valamilyen játék értéke, és τ a játék befejezésének id®pontja, akkor a de�níció alapján, ha a

játéknak valamely ω kimenetelre soha sincsen vége, akkor a játék nyereménye nulla. A jelölés egyszer¶sítés kedvéért
a χ (τ <∞) kifejezéssel való szorzást rendszerint elhagyjuk.
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Megállási id®n legtöbbször a
τ $ inf {t : |X (t)| ≥ a}

típusú szintátlépési id®ket szokás tekinteni. A τ de�niálását követ®en általában az |Xτ | ≤
a + |∆X (τ)| becsléssel szoktunk élni. Nyilván ha a τ (ω) > 0, akkor az 0 ≤ s < τ (ω) id®pon-
tokban az X (s, ω) < a, ugyanis ha nem így lenne, akkor a τ (ω) értéke csökkenthet® lenne. Az
s = τ (ω) id®pontban lehet a folyamatnak ugrása, így az értéke átlépheti az a szintet, de a
maximális eltérés csak az ugrás nagysága lehet. Természetesen, ha a folyamat folytonos, akkor
∆X (τ) = 0, és ilyenkor |Xτ | ≤ a. Ez a gondolatmenet azonban nem igaz, ha τ (ω) = 0. Ha tehát
a folyamat már a t = 0 id®pontban a megadott szint felett indul, akkor az értéke a megállítással
nem módosítható. Ezért szokás id®nként a de�nícióban a χ (τ > 0) tagot is tekinteni. Ha ugyanis
valamilyen kimenetelre τ (ω) = 0, vagyis a folyamat �kapásból� az a szint felett indul, akkor az
ilyen kimenetelekre az értéke nulla lesz, tehát az említett becslés ilyenkor is teljesülni fog.

2

A megállási id®kkel, illetve megállított σ-algebrákkal kapcsolatban számos egyszer¶ állítás, reláció
fogalmazható meg. Ezek mindegyikének igazolása néhány sor, de mivel a közel azonos, gyakran
igen hasonló tartalmú állítások száma igen nagy, éppen elemi voltuk miatt nem feltétlenül di-
daktikus ®ket egy csokorban, el®re igazolni. Az olvasónak nem az egyes állításokat, hanem azok
igazolásának technikáját célszer¶ elsajátítani. Éppen ezért a többszörös ismétlésb®l ered® ter-
jedelemnövekedést elfogadva a megállási id®kkel kapcsolatos kisebb észrevételeket a felmerülésük
helyén, esetlegesen többször, fogjuk indokolni. Az alábbi állítás a legfontosabb összefüggéseket
tartalmazza, és tekinthet® az említett elsajátítandó �technika� bemutatásának.

1.26 Állítás.
Legyen F tetsz®leges �ltráció, τ és σ legyenek megállási id®k.

1. A τ változó Fτ -mérhet®.

2. Ha σ ≤ τ , akkor Fσ ⊆ Fτ .

3. Fσ ∩ Fτ = Fσ∧τ .

Bizonyítás: Miként említettük, az összefüggések indokolása a de�níciók elemi következménye.

1. Elegend® megmutatni, hogy minden a-re a {τ ≤ a} halmaz Fτ -mérhet®. Ez az Fτ de�níciója
szerint azt jelent, hogy minden t-re

{τ ≤ a} ∩ {τ ≤ t} ∈ Ft.

Világos, hogy a jobb oldalon álló metszet éppen {τ ≤ min (a, t)}. Mivel a τ megállási id®, ezért

{τ ≤ min (a, t)} ∈ Fmin(t,a) ⊆ Ft

ahol az utolsó tartalmazás az F monotonitásából evidens.

2. Ha σ ≤ τ , akkor {τ ≤ t} ⊆ {σ ≤ t}. Ha A ∈ Fσ, akkor

A ∩ {τ ≤ t} = (A ∩ {σ ≤ t}) ∩ {τ ≤ t} ∈ Ft,

ugyanis a metszet mindkét tényez®je eleme az Ft-nek, így A ∈ Fτ .
3. Az el®z® pont alapján Fτ∧σ ⊆ Fτ ∩ Fσ. Ugyanakkor, ha F ∈ Fτ ∩ Fσ, akkor

F ∩ {σ ∧ τ ≤ t} = F ∩ ({σ ≤ t} ∪ {τ ≤ t}) =
= (F ∩ {σ ≤ t}) ∪ (F ∩ {τ ≤ t}) ∈ Ft,

vagyis F ∈ Fσ∧τ .
2

A megállási id®k speci�kus tulajdonsággal rendelkez® véletlen id®pontok. A de�nícióban szere-
pl® megkötések célja, hogy a megállási id®kkel képzett új folyamatok mérhet®ségi, adaptáltsági
tulajdonságaik megmaradjanak.
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1.27 Állítás.
Ha X progresszíven mérhet® és τ tetsz®leges megállási id®, akkor az Xτ megállított változó Fτ -
mérhet®, az Xτ megállított folyamat progresszíven mérhet®.

Bizonyítás: Az els® állítás következik a másodikból, ugyanis ha B Borel�mérhet® és X pro-
gresszíven mérhet®, akkor minden s-re

{Xτ ∈ B} ∩ {τ ≤ s} = {X (τ ∧ s) ∈ B} ∩ {τ ≤ s} =
= {Xτ (s) ∈ B} ∩ {τ ≤ s} ∈ Fs,

ugyanis a metszet mind a két tagja eleme az Ft eseménytérnek. Vagyis az Xτ megállított változó
Fτ -mérhet®. Tekintsük tehát az állítás második felét. Legyen

Y (t, ω) $

{
1 ha t < τ (ω)
0 ha t ≥ τ (ω) .

Az Y triviálisan jobbról reguláris. A τ megállási id®, így

{Y (t) = 0} = {τ ≤ t} ∈ Ft.

Tehát az Y adaptált, így az Y progresszíven mérhet®. Ha τ (ω) > 0, akkor35

Z (t, ω) $
∫

(0,t]

X (s, ω)Y (ds, ω) =
{

0 ha t < τ (ω)
−X (τ (ω) , ω) ha t ≥ τ (ω) .

Mivel az X progresszíven mérhet® a Z adaptált és jobbról-reguláris, így szintén progresszíveb
mérhet®. Elemi megfontolással

Xτ = XY − Z +X (0)χ (τ = 0) ,

így az Xτ triviálisan progresszíven mérhet®36.
2

1.28 Következmény.
Ha X progresszíven mérhet®, τ tetsz®leges megállási id®, akkor az Xτ megállított folyamat adaptált.

35Ha τ (ω) = 0 akkor Z (ω) = 0.
36Ha a χ (τ > 0) tag is szerepel a de�nícióban, akkor az utolsó kifejezést el lehet hagyni. Mivel egy F0-mérhet®

konstansról van szó a χ (τ > 0)-val való beszorzás nem módosítja a progresszív mérhet®séget.



2. fejezet

Martingálok és a megállási opciókról

szóló tétel

A feltételes várható érték és a martingálok fogalmával korábbi tanulmányaink során már megis-
merkedtünk, így ebben a jegyzetben ismeretüket feltételezzük. A legfontosabb martingálokra
vonatkozó állítás a megállási opciókról szóló tétel. A fejezet f® célja ennek a tételnek és alkalmazá-
sainak bemutatása. A martingálelmélet bevezet® fejezeteinek célja bizonyos értelemben a megállási
opciókról szóló tétel igazolásának el®készítése. A megállási opciókról szóló tétel bizonyítása így
igen messze vezetne, és ezért a tétel bizonyítását elhagyjuk.

2.1. Folytonos id®paraméter¶ martingálok de�níciója

Emlékeztetünk, hogy egy X adaptált folyamat de�níció szerint logikai martingál, ha az X(t)
minden t id®pontra integrálható, és tetsz®leges s < t id®pontok esetén teljesül az

E(X(t)|Fs)
m.m.= X(s) (2.1)

egyenl®ség. Folytonos id®horizonton egy logikai martingált csak akkor tekintünk martingálnak,
ha a trajektóriái jobbról regulárisak. Vegyük észre, hogy a feltételes várható érték konstrukciója
szerint a feltételes várható érték csak egy nulla valószín¶ség¶ halmaz erejéig meghatározott. A
martingál, mint sztochasztikus folyamat azonban minden id®pontban egy függvény és nem egy
valószín¶ségi változó1. Ezért szerepel a (2.1) sorban az egyenl®ség felett a m.m. jel. A jobbról
reguláris trajektóriák alapvet®en azért fontosak, mert a regularitás miatt tetsz®leges id®pontban
az értékük a racionális id®pontban felvett értékeik által egyértelm¶en meg van határozva. Vagyis
a regularitás miatt elég ismerni a martingál értékét a racionális id®pontokban. A �gyelmes olvasó
azonnal megjegyezheti, hogy ez a balról reguláris trajektóriák esetén is így van. Valóban ez a
helyzett, a pont jobbról és nem balról való regulritás megkövetelése sokkal inkább a megállási
opciókról szóló tétel miatt szükséges. Ha a trajektóriákat balról és nem jobbról regularizálnánk
akkor a megállási opciókról szóló tétel nem lenne érvényes. Mivel a racionális id®pontok megszám-
lálhatóan sokan vannak, ezért reguláris trajektóriák esetén viszonylag könnyen biztosítható a mar-
tingálokkal felírt különböz® logikai kifejezések mérhet®sége.

2.1 De�níció.
Az X és az Y folyamatok módosítás erejéig egybeesnek, ha minden t-re X(t) m.m.= Y (t) vagy ami
ugyan az minden t-re az X (t) és az Y (t) ugyanazt a valószín¶ségi változót reprezentálja.

1Ugyanis egyébként nem beszélhetnénk a trajektóriákról.

14
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A szokásos feltételek egyik fontos következménye2, hogy a logikai martingálok és a martingálok
a szokásos feltételek teljesülése esetén módosítás erejéig egybeesnek. Másképpen fogalmazva, ha
teljesülnek a szokásos feltételek, akkor minden logikai martingálhoz van olyan martingál, amely
értékei minden t id®pontban majdnem mindenhol megegyeznek a logikai martingál értékeivel.
Ezt úgy is ki szokás fejezni, hogy a szokásos feltételek teljesülése esetén a logikai martingálok
regularizálhatóak. A továbbiakban mindig a logikai martingálok valamelyik reguláris verzióját
tekintjük.

A fogalom pontos megértése céljából tekintsünk néhány alapvet® példát:

2.2 Példa.
Ha teljesülnek a szokásos feltételek és ξ tetsz®leges integrálható valószín¶ségi változó, akkor van
olyan X martingál, hogy tetsz®leges t-re

X(t) m.m= E(ξ|Ft).

Mivel teljesülnek a szokásos feltételek elegend® belátni, hogy a t 7→ E(ξ|Ft) bármely verziója3

logikai martingál. Ha tekintjük a példában de�niált X egy tetsz®leges verzióját, akkor a torony
szabály miatt minden t > s esetén

E(X(t)|Fs)
m.m.= E(E(ξ|Ft)|Fs)

m.m.= E(ξ|Fs)
m.m.= X(s).

Vagyis az így kapott változók logikai martingált alkotnak. A szokásos feltételek miatt az idézett
tétel alapján a folyamatnak van reguláris verziója, amely már de�níció szerint martingált alkot.

2

2.3 Példa.
Ha teljesülnek a szokásos feltételek és X független növekmény¶ folyamat és minden id®pontban
létezik a folyamat várható értéke, akkor az

Y (t) $ X(t)−E(X(t))

kompenzált folyamat martingál.

A feltételes várható érték elemi tulajdonságai miatt ha t > s, akkor

E(Y (t)|Fs) = E(Y (t)− Y (s) + Y (s)|Fs)
m.m.=

m.m.= E(Y (t)− Y (s)|Fs) + E(Y (s)|Fs)
m.m.=

m.m.= E(Y (t)− Y (s)) + E(Y (s)|Fs) =

= E(Y (s)|Fs)
m.m.= Y (s)

ahol természetesen kihasználtuk, hogy az Y adaptált4 és független növekmény¶5 és az Y növek-
ményeinek várható értéke triviálisan nulla. Ebb®l következ®en az Y logikai martingál. Mivel

2Az állítást nem bizonyítjuk. A bizonyítása egyrészt messze vezetne, másrészt nem tartalmaz túl sok érdekes
és tanulságos megfontolást. Ugyanakkor hangsúlyozni kell, hogy éppen ez az állítás indokolja a szokásos feltételek
megkövetelését.

3Emlékeztetünk, hogy egy sztochasztikus folyamat, de�níció szerint mindig egy kétváltozós függvény. A feltételes
várható érték, szintén de�níció szerint, egy valószín¶ségi változó, vagyis egy ekvivalencia osztály. Ennek megfelel®en
minden E(ξ|Ft) ekvivalencia osztályból ki kell venni egy reprezentánst. A kérdés csak az, hogy ez megtehet®-e úgy,
hogy a kivett értékek jól, vagyis jobbról reguláris módon, kapcsolódjanak össze. Ehhez szükségesek a szokásos
feltételek.

4De�níció szerint minden független növekmény¶ folyamat adaptált a téren adott �ltrációra. Ha a �ltráció
nem adott, akkor a folyamatot a saját maga által generált �ltráció szerint tekintjük, amelyre nyilván adaptált.
Vegyük észre, hogy az E (X (t)) egy egyszer¶ determinisztikus függvény, amely a növekmények függetlenségét nem
befolyásolja. Az egyetlen kérdés csak az, hogy ez a függvény jobbról reguláris-e?

5Ezért hagyható el a feltétel a várható értékb®l a harmadik sorban.
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teljesülnek a szokásos feltételek az Y -nak létezik olyan módosítása, amely jobbról reguláris, vagyis
alkalmas Ŷ jobbról regularizált folyamatra mindenh t id®pontban

Ŷ (t) m.m.= X(t)−E(X(t)). (2.2)

De�níció szerint minden független növekmény¶ folyamat jobbról reguláris, ezért az Ŷ − X is
jobbról reguláris és minden t-re majdnem minden kimenetelre egyenl® az E(X(t))-vel. Tekintsük
a racionális id®pontokat és az itt lev® nulla mérték¶ halmazokat összevonva egy nulla mérték¶
halmaztól eltekintve Ŷ (r, ω) − X (r, ω) = E(X(r)) minden r racionális szám esetén. A jobb
oldalon a jobbról való folytonosság miatt minden t-re

lim
r↘t

Ŷ (r)−X (r) = Ŷ (t)−X (t) .

Ha most limr↘tE(X(r)) 6= E(X(t)) lenne, akkor nem teljesülhetne a (2.2) Ezért egy nulla mérték¶
halmaztól eltekintve

Ŷ (t, ω)−X (t, ω) = E (X (t)) .

Így az egyenl®ség legalább egy ω esetén minden t-re teljesül, így az E(X(t)) függvény szükségsz-
er¶en jobbról reguláris, így az Y folyamat is jobbról reguláris.

2

2.4 Példa.
Ha teljesülnek a szokásos feltételek és X egy Lévy-folyamat és minden id®pontban létezik a folyamat
várható érték, akkor az

Y (t) $ X(t)− t ·E(X(1))

kompenzált folyamat martingál.

Emlékeztetünk, hogy a Lévy-folyamatok stacionárius növekmény¶ független növekmény¶ folyam-
atok. Így csak azt kell belátni, hogy E (X (t)) = t · E (X (1)) . A stacionárius növekedés feltétele
miatt tetsz®leges a id®pont és n természetes szám esetén

E (X (na)) = E (X (na)−X ((n− 1) a)) + E (X ((n− 1) a)) =
= E (X (a)) + E (X ((n− 1) a)) = · · · = nE (X (a)) .

Ebb®l

nE
(
X

(
1
n

))
= E (X (1)) ,

így ha t = p/q alakú racionális szám, akkor

E (X (t)) $ E
(
X

(
p

q

))
= pE

(
X

(
1
q

))
=
p

q
E (X (1)) .

Mivel az el®bbi példa alapján az E (X (t)) jobbról reguláris, ezért tetsz®leges t-re E (X (t)) =
t ·E (X (1)) .

2

Emlékeztetünk, hogy ha X egy Poisson-folyamat, akkor az X(t) minden t-re λt paraméter¶
Poisson-eloszlású változó. Ebb®l következ®en E(X(t)) = λt. Így az X(t) − λt folyamat, ame-
lyet kompenzált Poisson-folyamatnak mondunk, martingál. Vegyük észre, hogy most nem volt
szükségünk a jobbról való regularitásra, ugyanis a példa speciális jellege miatt az

E(X(t)) = t ·E(X(1))

azonosság minden további nélkül teljesült.

A martingálelmélet erejét azonban nem az imént bemutatott példák szolgáltatják. Bizonyos
értelemben martingálokra a legfontosabb példákat azok a martingálok adják, amelyeket egy várható
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értékkel rendelkez® valószín¶ségi változók szorzatai hoznak létre. Vagyis nem a nulla várható
érték¶ független valószín¶ségi változók összegei által generált bolyongások, hanem az egy várható
értékkel rendelkez® multiplikatív folyamatok mutatják meg a martingálelmélet lényegét. Mivel
ezek a martingálok lehetnek akár komplex érték¶ek is nem egyszer¶ logaritmikus transzformá-
cióról van szó. A legegyeszer¶bb példa a következ®:

2.5 Példa.
Ha X tetsz®leges Lévy-folyamat, akkor az X-hez tartozó exponenciális martingál valóban martingál.

Tetsz®leges t-re de�niálhatjuk a

ϕt (u)) $ ϕ(u, t) $ E(exp(iuX(t)))

Fourier-transzformáltakból álló folyamatot. Mivel a Lévy-folyamatok de�níció szerint jobbról
regulárisak a majorált konvergencia tétele miatt a ϕt(u) minden u-ra jobbról reguláris. A független
és a stacionárius növekmény feltételét kihasználva

ϕt+s(u) $ E(exp(iuX(t+ s))) =
= E(exp(iu(X(t+ s)−X(t))) exp(iuX(t))) =
= E(exp(iu(X(t+ s)−X(t)))) ·E(exp(iuX(t))) =
= E(exp(iuX(s))) ·E(exp(iuX(t))) $ ϕt(u) · ϕs(u),

Következésképpen ∣∣ϕt+s(u)
∣∣ = |ϕt(u)| · |ϕs(u)|.

Mivel |ϕt(u)| ≤ 1 és |ϕ0(u)| = 1 a Cauchy-féle függvényegyenletb®l |ϕt(u)| = exp(t · c(u)). Ebb®l
következ®en a ϕt(u) soha sem lehet nulla. Ha t > 0 és h > 0, akkor a jobbról való folytonosság
miatt

∣∣ϕt(u)− ϕt−h(u)
∣∣ =

∣∣ϕt−h(u)
∣∣ ∣∣∣∣ ϕt(u)
ϕt−h(u)

− 1
∣∣∣∣ =

=
∣∣ϕt−h(u)

∣∣ |ϕh(u)− 1| ≤
≤ |ϕh(u)− 1| → 0,

ha h ↘ 0. Következésképpen a ϕt(u) balról is folytonos. Tehát a ϕt (u) minden u-ra a t id®vál-
tozóban folytonos. Ennek érdekes következménye, hogy

E(iu(X(t)−X(t−))) =
ϕt(u)

limh↘0 ϕt−h(u)
=

=
ϕt(u)
ϕt−(u)

= 1.

A Fourier-transzformáció egyértelm¶en jellemzi az eloszlást, következésképpen X(t−) m.m.= X(t).
Másképpen fogalmazva Lévy-folyamatok esetén tetsz®leges t-re az ugrás valószín¶sége nulla. De�ní-
ció szerint egy X Lévy-folyamat exponenciális martingálja

Z(t, u, ω) $
exp(iuX(t, ω))

ϕt(u)
.
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A Z valóban martingál: ha t > s, akkor

E(Zt(u)|Fs) $ E
(

exp(iuX(t, ω))
ϕt(u)

| Fs
)

=

= E
(

exp(iu (X(t, ω)−X(s, ω)))
ϕt−s(u)

exp(iuX(s, ω))
ϕs(u)

| Fs
)

=

=
exp(iuX(s, ω))

ϕs(u)
E
(

exp(iu (X(t, ω)−X(s, ω)))
ϕt−s(u)

| Fs
)

=

=
exp(iuX(s, ω))

ϕs(u)
E
(

exp(iu (X(t, ω)−X(s, ω)))
ϕt−s(u)

)
=

=
exp(iuX(s, ω))

ϕs(u)
· 1

Hasonló gondolatmenet igaz ha a ϕt(u) Fourier-transzformált helyett az

L(t, s) = E(exp(−sX(t))), s > 0

Laplace-transzformálttal osztunk, vagyis az

exp(−sX(t))
E(exp(−sX(t)))

, s > 0

transzformáltat tekintjük. Ez akkor hasznos, ha az X nem negatív, ugyanis ilyenkor minden s ≥ 0
esetén véges a nevez®ben szerepl® várható érték.

2

2.6 Példa.
Wiener-folyamatok exponenciális martingálja.

Ha w Wiener-folyamat, akkor a w(t) eloszlása, a Wiener-folyamat de�níciója szerint, N
(
0,
√
t
)
.

Iyenkor a standard normális eloszlás Fourier-transzformáltjának képlete szerint

ϕt (u) = E
(

exp
(
iu
(
N
(

0,
√
t
))))

=

= E
(

exp
(
iu
√
t (N (0, 1))

))
= exp

(
−
(
u
√
t
)2

2

)
=

= exp
(
−tu

2

2

)
.

Így

Z (t, u) = exp
(
iuw (t) + t

u2

2

)
.

Ha a Fourier-transzformált helyett a Laplace-transzformáltat vesszük, akkor

Z (t, s) = exp
(
−sw (t)− ts

2

2

)
.

2

2.2. A megállási opciókról szóló tétel

A megállási opciókról szól tételnek két alakja van. Az els® alakban fel kell tenni, hogy a megállási
id®k korlátosak.



2.2. A MEGÁLLÁSI OPCIÓKRÓL SZÓLÓ TÉTEL 19

2.7 Tétel. (Megállási opciókról szóló tétel)
Legyen (X,F) martingál, és legyenek τ1 ≤ τ2 megállási id®k. Ha a τ1, τ2 megállási id®k korlátosak,
vagyis ha van olyan c konstans, hogy τ1 ≤ τ2 ≤ c, akkor

X(τ1) m.m.= E(X(τ2)|Fτ1).

A megállási opciókról szóló tétel azt mondja ki hogy a martingálokat de�niáló egyenl®ségbe de-
terminisztikus id®pontok helyébe korlátos megállási id®k is írhatóak.

2.8 De�níció.
Tetsz®leges X sztochasztikus folyamat valamely a ponthoz tartozó τa találati idején a

τa $ inf {t : X (t) = a}

megállási id®t értjük.

2.9 Példa.
A megállási opciókról szóló tételben a megállási id® korlátossága fontos.

Legyen w egy Wiener-folyamat és jelölje τ az a = 1 pont találati idejét. Mivel a w folytonos és
majdnem minden kimenetelre a w trajektóriái nem korlátosak, ezért egy valószín¶séggel minden
trajektória el®bb vagy utóbb átmetszi az a = 1 szintet. Így egy valószín¶séggel τ < ∞. Világos,
hogy ebb®l w (τ) m.m.= 1 és így

E (w (τ)) = 1 > 0 = E (w (0)) ,

ami miatt a megállási opciókról szóló tétel a τ1 = 0, τ2 = τ szereposztással nem alkalmazható.
2

Ha a megállási opciókról szóló tételt nem korlátos martingálokra is alkalmazni akarjuk, akkor az
állításban szerepl® martingálokról kell feltenni, hogy valamilyen értelemben korlátosak.

2.10 De�níció.
Egy (X,A, µ) téren értelmezett mérhet® függvényekb®l álló valamely (fα)α függvényhalmazt egyen-
letesen integrálhatónak mondunk, ha

lim
N→∞

sup
α

∫
|fα|≥N

|fα| dµ = 0.

Az egyenletes integrálhatóság fontossága a következ® tételre épül:

2.11 Állítás.
Ha a µ mérték véges, az (fn) függvények halmaza egyenletesen integrálhatóak, és fn → f, akkor az
f is integrálható, és ∫

X

fndµ→
∫
X

fdµ,

∫
X

|fn − f | dµ→ 0.

Világos, hogy ha f egy integrálható függvény, akkor a majorált konvergenciáról szóló tétel miatt

lim
N→∞

∫
|f |≥N

|f | dµ = 0.

Így minden véges számú integrálható függvényb®l álló halmaz egyenletesen integrálható. Valamivel
érdekesebb a következ® példa:

2.12 Példa.
Ha a supσ |fα| mérhet® és supσ |fα| ∈ Lp (Ω) , ahol p ≥ 1, akkor az (fa)α család egyenletesen
integrálható.
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Ha p = 1, akkor az (fa) családnak triviálisan van integrálható majoránsa: A de�nícióból világos,
hogy ha egy A halmaznak van integrálható majoránsa, akkor az A halmaz triviálisan egyenletesen
integrálható. Általában az Lp-norma monotonitása miatt minden p ≥ 1 esetén

‖fα‖p ≤
∥∥∥∥sup

σ
|fα|

∥∥∥∥
p

,

így az (fa) korlátos az Lp térben. Meg lehet mutatni, hogy ha p > 1, akkor az Lp térben való
korlátosságból következik az egyenletes integrálhatóság. Hangsúlyozni kell, hogy a p = 1 esetben
ez nem igaz, tehát lehet példát mutatni, olyan L1-ben korlátos halmazra, amely nem egyenletesen
integrálható6.

2

2.13 Példa.
Ha ξ tetsz®leges integrálható változó, és (Fα) tetsz®leges σ-algebrákból álló halmaz, akkor az

ηα $ E (ξ | Fα)

család egyenletesen integrálható.

2.14 De�níció.
Egy X martingált egyenletesen integrálható martingálnak mondunk ha az X értékeib®l álló halmaz,
vagyis az (Xt)t halmaz egyenletesen integrálható.

A martingálkonvergencia tételek között talán a legnevezetesebb a következ®:

2.15 Tétel.
Legyen X egy martingál az R+ félegyenesen.

1. Ha az X korlátos az L1 (Ω) térben7, akkor van olyan X (∞) ∈ L1 (Ω) , hogy majdnem minden
kimenetelre limt↗∞X (t) = X (∞).

2. Ha az X ezen kívül még egyenletesen is integrálható, akkor a konvergencia L1 (Ω)-ban is
érvényes8.

2.16 Tétel. (Megállási opciókról szóló tétel)
Legyen (X,F) egy egyenletesen integrálható martingál, és legyenek τ1 ≤ τ2 tetsz®leges megállási
id®k. Ekkor

X(τ1) m.m.= E(X(τ2)|Fτ1).

Érdemes hangsúlyozni, hogy a tételben a τ1 és τ2 megállási id®k felvehetik a +∞ értéket is.
Ugyanis miként jeleztük, ha az X egyenletesen integrálható martingál, akkor az

X (∞) $ lim
t→∞

X (t)

határérték értelmes és így az X de�níciója értelemszer¶ módon kiterjeszthet® a t =∞ id®pontra
is, és így az X(τ) megállított változónak akkor is van értelme, ha a τ a +∞ értéket vette fel
valamilyen kimenetelre. Érdemes hangsúlyozni, hogy az imént kimondott tétel miatt a t = ∞

6A legegyszer¶bb idevágó példa, a nullára húzódó egy terület¶ háromszögek nevezetes példája arra, hogy az
integrál nem cserélhet® fel a határátmenettel. A példában a háromszögek alapja a [0, 1/n] szakasz, a háromszögek
magassága 2n. Így a háromszögek területe végig egy. Mivel a sorozat határértéke a nulla függvény, ilyenkor a
határérték és az integrálás nem cserélhet® fel, így a sorozat nem lehet egyenletesen integrálható, bár korlátos
L1-ben. Ugyanakkor például a sorozat L2-normája nyilvánvalóan nem korlátos.

7Vagyis van olyan c, hogy ‖X (t)‖1 ≤ c minden t-re. Miként jeleztük L1 (Ω)-ban a korlátosság gyengébb feltétel
mint az egyenletes integrálhatóság.

8V.ö.: 2.11. állítás, 2.11. oldal. Valószín¶ségszámítási szempontból az els® pont érdekes, a tétel második fele
már következik az idézett általános mértékelméleti megfontolásból.
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id®pontra való kiterjesztés az L1 (Ω) topológiájában folytonosan valósítható meg és a kiterjesztett
folyamat a [0,∞] id®tartományon martingál marad9. Speciálisan minden t id®pontra

X (t) m.m.= E (X (∞) | Ft) .

Megmutatható10, hogy egy X martingál pontosan akkor egyenletesen integrálható, ha a fenti
tulajdonsággal rendelkez® X (∞) létezik. A megállási opciókról szóló tételben a megállási id®k
korlátosságának feltétele, illetve a martingál egyenletes integrálhatóságának feltétele lényegében
azonos megkötés. Valamely martingál pontosan akkor egyenletesen integrálható, ha értelmezhet®
a [0,∞] zárt szakaszon, amely rendezési és topológiai szempontból ekvivalens mondjuk a korlátos
[0, 1] szakasszal.

2.17 Tétel. (Martingálok és a várható érték megmaradása)
Egy X jobbról reguláris és adaptált folyamat pontosan akkor martingál, ha minden τ korlátos
megállási id®re X (τ) ∈ L1 (Ω) és E (X (τ)) = E (X (0)) . Az egyenl®ség pontosan akkor igaz
minden megállási id®re, ha az X egyenletesen integrálható martingál.

Bizonyítás: Ha az X martingál, illetve egyenletesen integrálható martingál, akkor a megállási
opciókról szóló tétel miatt az állítás teljesül11. Vegyük az s < t id®pontokat és legyen A ∈ Fs. A
megállási id® de�níciója alapján könnyen ellen®rizhet®, hogy a

τ = tχAc + sχA (2.3)

megállási id®. A feltétel szerint

E (X (0)) = E (Xτ ) = E (X (t)χAc) + E (X (s)χA) .

De a τ ≡ t szintén megállási id®, tehát

E (X (0)) = E (X (t)) = E (X (t)χAc) + E (X (t)χA) .

A két oldalt összehasonlítva E (X (s)χA) = E (X (t)χA) , vagy ami ugyanaz

E (X (s) | Fs) = E (X (t) | Fs) .

Felhasználva, hogy az adaptáltság miatt az X (s) Fs-mérhet® X (s) = E (X (t) | Fs) . Ha minden
megállási id® megengedett, akkor a feltétel szerint az X (∞) létezik és integrálható, valamint a
(2.3) sorban a t =∞ megengedett, következésképpen az X egyenletesen integrálható.

2

2.18 Tétel. (Martingál megmaradási tétel)
Ha X martingál, és τ megállási id®12, akkor az Xτ megállított folyamat is martingál.

Bizonyítás: Ha az X jobbról reguláris, akkor az Xτ megállított folyamat is jobbról reguláris.
Miként az általános elmélet tárgyalásakor láttuk, az Xτ megállított folyamat adaptált marad.
Legyen φ korlátos megállási id®. A υ $ min (φ, τ) szintén korlátos. Mivel

{υ ≤ t} = {φ ≤ t} ∪ {τ ≤ t} ∈ Ft,

ezért a υ is megállási id®.

E (Xτ (φ)) = E (X (υ)) = E (X (0)) = E (Xτ (0)) ,

következésképpen az el®z® állítás miatt az Xτ martingál.
2

9Ugyanis a feltételes várható érték felcserélhet® az L1 (Ω) térben való konvergenciával. (De nem feltétlenül a
majdnem mindenhol való konvergenciával!!)

10V.ö.: 2.13. példa, 20. oldal.
11Elegend® mind a két oldalon várható értéket venni és kihasználni a toronyszabályt.
12Vegyük észre, hogy a τ -nak most nem kell korlátosnak lenni.
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2.19 Példa.
A martingálok jobbról való folytonossága lényeges, illetve az egyenletes integrálhatóság feltétele
nem hagyható el.

Legyen P egy λ paraméter¶ Poisson-folyamat13 és legyen π (t) $ P (t) − λt az úgynevezett kom-
penzált Poisson-folyamat. Miként láttuk a π martingál. Ha a folyamatot nem jobbról, hanem
balról tesszük folytonossá, és a τ > 0 a folyamat els® ugrásának az id®pontja, és N > 0, akkor a
T $ τ ∧N > 0 egy korlátos megállási id®, de

E (π (0)) = 0 < E (−λT ) = E (PT − λT ) = E (πT ) .

Az egyenletes integrálhatóság nem teljesülésérére a legegyszer¶bb példa a duplázó stratégia a
fej-vagy írás játékban. Ilyenkor a kilépéskori várható nyereség 1, míg az egyes lépések várható
nyeresége 0. De jó példa egy w Wiener-folyamat

τa $ inf {t : w (t) = a}

találati ideje. Ilyenkor

E (w (τa)) = E (a) = a 6= 0 = E (w (0)) .

2

2.20 Példa.
Ha a < 0 < b és w egy Wiener-folyamat, akkor a w folyamat τa és τ b találati idejére

P (τa < τ b) =
b

b− a
, P (τ b < τa) =

−a
b− a

.

A Wiener�folyamat trajektóriái 1 valószín¶séggel nem korlátosak, tehát majdnem minden az
origóból kiinduló trajektória valamelyik oldalon kilép az [a, b] szakaszból, tehát

P (τa < τ b) + P (τ b < τa) = 1.

Ha τ $ min (τa, τ b) , akkor a wτ korlátos martingál, ugyanis a ≤ wτ ≤ b. Minden korlátos
martingál triviálisan egyenletesen integrálható. Így alkalmazhatjuk a megállási opciókról szóló
tételt. A wττ vagy a, vagy b, ennek megfelel®en

E (wττ ) = aP (τa < τ b) + bP (τ b < τa) = E (wτ (0)) = 0.

Két egyenletünk van két ismeretlennel, amit megoldva éppen a keresett összefüggéseket kapjuk14.
2

2.21 Példa.
Valamely Wiener-folyamat valamely a id®ponthoz tartozó τa találati idejének Laplace-transzfor-
máltja

L (s) $ E (exp (−sτa)) = exp
(
− |a|

√
2s
)
, s ≥ 0.

13A példa szempontjából elég azt tudni, hogy a Poisson-folyamat diszkrét id®pontokban beérkez® véletlen es-
emények számát adja meg. Az egyes ugrások között eltelt id® λ paraméter¶ exponenciális eloszlású valószín¶ségi
változó. A folyamat stacionárius és független növekmény¶. A t id®pontban beérkez® ugrást de�níció szerint hoz-
zászámoljuk a folyamathoz, ezért a folyamat jobbról folytonos. Egyszer¶en belátható, hogy λt = E (P (t)) . Az, hogy
a t id®pontban bekövetkezett ugrásokat beszámítjuk, vagy sem, nem módosítja a folyamat által generált kib®vített
�ltrációt, vagy a megállási id®ket, ugyanis az, hogy a t id®pontban ugrás lesz nulla valószín¶ség¶ esemény.

14A számolásban kiindulhatunk a σn $ τ ∧ n korlátos megállási id®kb®l, alkalmazhatjuk a w martingálra a
megállási opciókról szóló tételt, korlátos megállási id® esetén. Ezt követ®en n-nel tarthatunk a végtelenbe és
kihasználhatjuk, hogy a ≤ w (σn) ≤ b.
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Legyen a > 0. A Laplace-transzformálttal képzett

X (t) $ exp
(
sw (t)− s2 t

2

)
exponenciális martingál, miként láttuk, valóban martingál, ezért az Xτa megállított folyamat is
martingál. Ha s ≥ 0, akkor

0 ≤ Xτa (t) ≤ exp
(
sa− s2t

2

)
≤ exp (as) ,

ezért az Xτa korlátos martingál. Minden korlátos martingál egyenletesen integrálható15, így alka-
lmazható a megállási opciókról szóló tétel, tehát

E
(
Xτa
τa

)
= E

(
exp

(
sa− s2τa

2

))
= E (Xτa (0)) = 1,

amib®l

E
(

exp
(
−s

2τa
2

))
= exp (−sa) .

Egyszer¶ helyettesítéssel, ha s ≥ 0

L (s) $ E (exp (−sτa)) = exp
(
−a
√

2s
)
.

Ha a < 0, akkor a −w Wiener-folyamatra és az |a| = −a > 0 pontra megismételve a számolást

L (s) = exp
(
− |a|

√
2s
)
.

2

2.22 Példa.
Mutassuk meg, hogy a τa s¶r¶ségfüggvénye

f (x) $
|a|√
2πx3

exp
(
− a

2

2x

)
, x > 0. (2.4)

Csak az a > 0 esettel foglalkozunk az a < 0 eset a Wiener-folyamatok szimmetriája miatt vis-
szavezethet® az a > 0 esetre. Mivel az eloszlás a nem negatív számokra koncentrálódik, ezért
az

L (s) $
∫ ∞

0

exp (−sx) f (x) dx, s ≥ 0

valós Laplace-transzformált értelmes. Megmutatjuk, hogy az éppen a τa el®bb kiszámolt Laplace-
transzformáltjával azonos. Mivel nem negatív változók esetén a Laplace-transzformáció egyértelm¶en
jellemzi az eloszlást éppen a kívánt egyenl®séget kapjuk. Megjegyezzünk, hogy a (2.4) F eloszlás-
függvényére érvényes a következ® képlet:

F (x) $
∫ x

0

f (t) dt = 2
∫ ∞
a

1√
2πx

exp
(
−u

2

2x

)
du, (2.5)

ugyanis az els® integrálban t = xa2/u2 helyettesítést végezve

F (x) =
∫ a

∞

au3

a3
√

2πx3
exp

(
−u

2

2x

)
xa2 (−2)u−3du =

= 2
∫ ∞
a

1√
2πx

exp
(
−u

2

2x

)
du.

15Hiszen az abszolút érték szuprémuma integrálható.
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Parciálisan integrálva, és felhasználva, hogy F (0) = 0, ha s > 0

L (s) = [exp (−sx)F (x)]∞0 +
∫ ∞

0

s exp (−sx)F (x) dx =

= s

∫ ∞
0

exp (−sx)F (x) dx.

A (2.5) összefüggést behelyettesítve

L (s) = 2s
∫ ∞

0

exp (−sx)
∫ ∞
a

1√
2πx

exp
(
−u

2

2x

)
dudx.

Az L (s) függvényt rögzített s esetén tekinthetjük az a változó függvényének. Jelöljük ez g (a)-val.
Megmutatjuk, hogy ha a > 0, akkor a g (a)-ra teljesül a

g′′ (a) = 2sg (a) (2.6)

di�erenciálegyenletet. Az integrálban szerepl® integrandus nem negatív, tehát Fubini-tétele alapján
az integrálás határai felcserélhet®ek, vagyis

g (a) = 2s
∫ ∞
a

∫ ∞
0

exp (−sx)
1√
2πx

exp
(
−u

2

2x

)
dxdu.

A bels® integrál az u paraméter folytonos függvénye, mivel az∫ ∞
0

1√
2πx

exp (−sx) dx =
1√
2πs

Γ
(

1
2

)
<∞

és ezért az 1/
√

2πx exp (−sx) az integrandus integrálható majoránsa. Ezt felhasználva

g′ (a) = −2s
∫ ∞

0

exp (−sx)
1√
2πx

exp
(
− a

2

2x

)
dx.

A második derivált kiszámolásakor �bederiválhatunk� az integrál jel mögé ugyanis a

∂

∂a

(
exp (−sx)

1√
2πx

exp
(
− a

2

2x

))
= exp (−sx)

1√
2πx

exp
(
− a

2

2x

)(
−2a

2x

)
parciális deriváltnak az

exp (−sx)
c√

2πx3
exp

(
− b

2

2x

)
az a ∈ (b, c) intervallumon integrálható majoránsa.

g′′ (a) = 2s
∫ ∞

0

exp (−sx)
a√

2πx3
exp

(
− a

2

2x

)
dx = 2sg (a) .

A di�erenciálegyenlet karakterisztikus polinomja λ2 − 2s = 0, amib®l λ1,2 = ±
√

2s, tehát az
általános megoldás

A exp
(
a
√

2s
)

+B exp
(
−a
√

2s
)
.

De mivel L (0) = A+B = 1, L (∞) = 0, ami alapján

L (s) = exp
(
−a
√

2s
)
.

2



3. fejezet

Poisson-folyamat

A Poisson-folyamat a Wiener-folyamat mellett a leggyakrabban használt folyamat. Ebben a fe-
jezetben a legegyszer¶bb tulajdonságatit foglaljuk össze.

3.1. Lévy-folyamatok

El®ször a Lévy-folyamatok osztályát de�niáljuk:

3.1 De�níció.
Az X sztochasztikus folyamat

1. független növekmény¶, ha minden 0 ≤ t0 < t1 < t2 < . . . < tn id®pont sorozatra az

X (t0) , X (t1)−X (t0) , . . . , X (tk)−X (tk−1) , . . . , X (tn)−X (tn−1)

növekmények függetlenek,

2. stacionárius növekmény¶, ha t > s esetén az X (t)−X (s) eloszlása megegyezik az X (t− s)−
X (0) eloszlásával.

Ha a folyamathoz rendelt1 F �ltráció adott, akkor a folyamatot független növekmény¶nek mondjuk,
ha minden t-re és h > 0 számra az X (t+ h) −X (t) növekmény független az Ft σ-algebrától. A
X folyamat Lévy-folyamat, ha

1. X (0) = 0,

2. az X független és stacionárius növekmény¶, és

3. a trajektóriák jobbról regulárisak, vagyis jobbról folytonosak, és minden id®pontban van bal
oldali határértékük.

3.2 Példa.
A legegyszer¶bb Lévy-folyamatok.

A legegyszer¶bb Lévy-folyamat az azonosan nulla folyamat. Ez a folyamat nyilván martingál
is. Tetsz®leges konstans érték¶ folyamat martingál, de nyilván csak akkor Lévy-folyamat, ha a
konstans értéke nulla. Minden at alakú egyszer¶ lineáris trend Lévy-folyamat, de csak akkor lesz
martingál, ha az a értéke nulla. Az at + b alakú lineáris függvény általában sem nem martingál,
sem nem Lévy-folyamat2.

2

A Lévy-folyamatok legfontosabb tulajdonsága a folyamatok úgynevezett er®s Markov-tulajdonsága:
1Értelemszer¶en a folyamat adaptált a hozzárendelt �ltrációra nézve. Miként kés®bb látni fogjuk, a �ltráció

b®vebb mint a folyamat által generált �ltráció.
2Viszont szemimartingál.

25
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3.3 Állítás.
Ha τ <∞ egy tetsz®leges megállási id®, X egy tetsz®leges Lévy-folyamat, akkor az

X∗ (t, ω) $ X (τ (ω) + t, ω)−X (τ (ω) , ω) , t ≥ 0,

újraindított folyamat3 eloszlásban megegyezik az X-szel, és az X∗ Lévy-folyamat az F∗t $ Fτ+t

�ltrációra nézve. Speciálisan az {X∗ (t) : t ≥ 0} halmaz független az Fτ megállított σ-algebrától.

Bizonyítás: Miként beláttuk, a megállított változók mérhet®k a megállított σ-algebrára nézve.
Így az X (τ + t) változó adaptált az Fτ+t σ-algebrára nézve. Mivel ha megállási id® nagyobb,
akkor a σ-algebra is nagyobb, így az X (τ) is mérhet® az Fτ+t σ-algebrára nézve. Így az X∗

evidens módon adaptált az F∗ �ltrációra és az X∗ triviálisan jobbról reguláris.

A lényeges állítás az, hogy az újraindított folyamat és az eredeti folyamat eloszlása megegyezik.
Emlékeztetünk, hogy két folyamat eloszlásának azonosságán a véges számú id®pontok által meghatáro-
zott eloszlások azonosságát értjük. Vagyis azt kell megmutani, hogy tetsz®leges t1, t2, . . . , tn
id®pontok esetén az

(X (t1) , X (t2) , . . . , X (tn))

vektor és az
(X∗ (t1) , X∗ (t2) , . . . , X∗ (tn))

vektor eloszlása azonos. Két eloszlás azonosságát legegyszer¶bben a Fourier-transzformáltjuk
azonosságával igazolhatjuk. A Fourier-transzformáltak azonosságának bizonyítását visszavezetjük
a megállási opciókról szóló tételre. A

Z (t, u, ω) $
exp (iuX (t, ω))

E (exp (iuX (t, ω)))
$

exp (iuX (t, ω))
ϕ (t, u)

exponenciális martingál minden u-ra martingál. Ha a τ korlátos megállási id®, akkor

E (Zτ+t (u) | Fτ ) = Zτ (u) ,

és mivel Z 6= 0

E
(
Zτ+t

Zτ
| Fτ

)
= 1. (3.1)

A független és stacionárius növekmény feltétele miatt

ϕt+s (u) $ E (exp (iuX (t+ s, ω))) =
= E (exp (iu (X (t+ s, ω)−X (s, ω))) exp (iuX (s, ω))) =
= E (exp (iu (X (t+ s, ω)−X (s, ω)))) E (exp (iuX (s, ω))) =
= E (exp (iu (X (t, ω)))) E (exp (iuX (s, ω))) =
= ϕt (u)ϕs (u) .

Ebb®l speciálisan ϕt (u) 6= 0 minden u-ra és t-re4. Ez, és az imént belátott szorzat alakra bon-
thatóság alapján minden ω kimenetelre ha s $ τ (ω) , akkor

ϕτ(ω) (u)
ϕτ(ω)+t (u)

=
1

ϕt (u)
.

Így minden A ∈ Fτ halmazra az X∗ de�níciója és a (3.1) alapján, felhasználva, hogy ϕt (u) 6= 0∫
A

exp (iuX∗ (t)) dP = ϕt (u)
∫
A

exp (iu (X (τ + t)−X (τ)))
ϕt (u)

dP = (3.2)

= ϕt (u)
∫
A

Zτ+t

Zτ
dP = P (A)ϕt (u) .

3A τ <∞ miatt az X∗ értelmes.
4Ugyanis minden u-ra a ϕt (u) c (u) exp (λ (u) t) alakú, ahol a c (u) nem lehet nulla, hiszen ϕ0 (u) = 1.
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Az egyenl®ség minden A ∈ Fτ esetén teljesül. Ezt az egyenl®séget természetesen csak korlátos
megállási id®kre igazoltuk. Most kiterjesszük minden véges megállási id®re. Ha τ < ∞ egy
tetsz®leges megállási id®, és τn $ min (n, τ) , akkor evidens módon minden kimenetelre

X (τn + t)−X (τn)→ X (τ + t)−X (τ) = X∗ (t) . (3.3)

Ha A ∈ Fτ , akkor
A ∩ {τ ≤ n} ∩ {τn ≤ t} ∈ Ft,

ugyanis ha t ≤ n, akkor
{τn ≤ t} = {τ ≤ t} ⊆ {τ ≤ n} ,

és így

A ∩ {τ ≤ n} ∩ {τn ≤ t} = A ∩ {τn ≤ t} =
= A ∩ {τ ≤ t} ∈ Ft

ha pedig t > n, akkor {τn ≤ t} = Ω és

A ∩ {τ ≤ n} ∩ {τn ≤ t} = A ∩ {τ ≤ n} ∈ Fn ⊆ Ft.

Ebb®l a megállítotott σ-algebra de�níciója miatt

An $ A ∩ {τ ≤ n} ∈ Fτn . (3.4)

Így ha An ∈ Fτn , akkor

P (An)ϕt (u) =
∫
An

exp (iu (X (τn + t))−X (τn)) dP =

=
∫
A

χ (τ ≤ n) exp (iu (X (τn + t))−X (τn)) dP.

Ha n ↗ ∞, akkor a (3.3) és a majorált konvergencia tétel miatt a (3.2) sor kiterjeszthet® véges
érték¶ τ megállási id®kre.

Ha A = Ω, akkor az (3.2) sor miatt az X∗ (t) Fourier-transzformáltja ϕt, vagyis a X
∗ (t) és a X (t)

eloszlása megegyezik.

Legyen L az olyan korlátos f függvények halmaza, amelyekre∫
A

f (X∗ (t)) dP = P (A)
∫

Ω

f (X (t)) dP = P (A)
∫

Ω

f (X∗ (t)) dP,

ahol A ∈ Fτ . Nyilvánvalóan az L λ-rendszer, és az L tartalmazza az

x 7→ exp (iux) , u ∈ R

trigonometrikus polinomok π-rendszerét. A monoton osztály tétel alapján az L tartalmazza a
{χB , B ∈ B (R)} alakú függvényeket. Emlékeztetünk, hogy de�níció szerint egy ξ változó független
egy σ-algebrától, ha minden B Borel-mérhet® halmaz esetén a ξ−1 (B) esemény független a σ-
algebra minden halmazától. Ez elmondottak alapján minden A ∈ Fτ esetén ha ξ $ X∗ (t) és
f $ χB , akkor

P
(
A ∩ ξ−1 (B)

)
=

∫
A

χB (ξ) dP $
∫
A

f (X∗ (t)) dP =

= P (A)
∫

Ω

f (X∗ (t)) dP =

= P (A)
∫

Ω

χB (ξ) dP =

= P (A) ·P
(
ξ−1 (B)

)
dP,
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tehát a X∗ (t) független az A-tól és így az Fτ -tól.

Meg kell mutatni, hogy a X∗ stationárius és független növekmény¶.

X∗ (t+ h)−X∗ (t) $ (X (τ + t+ h)−X (τ))− (X (τ + t)−X (τ)) =
= X (τ + t+ h)−X (τ + t) .

A tétel már belátott részét alkalmazva a τ + t megállási id®re5

X (h) ∼= X (τ + t+ h)−X (τ + t) ,

amely független t-t®l, tehát a X∗ stacionárius növekmény¶. Ugyancsak a tétel már belátott
része alapján a X∗ (t+ h) −X∗ (t) független az F∗t $ Fτ+t σ-algebrától, vagyis a X∗ független
növekmény¶.

Érdemes hangsúlyozni, hogy csak az egydimenziós eloszlások azonosságát láttuk be. Az uX∗ (t)
helyébe mindenhol az

∑n
i=1 uiX

∗ (ti) összeget írva analóg módon belátható, hogy a X∗ folya-
mat (X∗ (t1) , . . . , X∗ (tn)) véges dimenziós eloszlásai is megegyeznek a X megfelel® eloszlásaival.
Speciálisan véges sok tk id®pont esetén a (X∗ (tk)) független az Fτ -tól, így a {X∗ (t) : t ≥ 0} is
független az Fτ -tól.

2

Az er®s Markov-tulajdonság a Lévy-folyamatok legfontosabb tulajdonsága. A kés®bbiekben szám-
talanszor szükségünk lesz rá. Els® alkalmazásként tekintsük a következ®t:

3.4 Állítás.
Ha valamely X Lévy-folyamat ugrásai kisebbek egy �x c > 0 konstansnál, vagyis |∆X| ≤ c, akkor
tetsz®leges [0, t] véges szakaszon az X momentumainak halmaza egyenletesen korlátos. Vagyis
minden m kitev®höz és [0, t] szakaszhoz létezik olyan k (m, t) korlát, hogy

E (|Xm (s)|) ≤ k (m, t) , s ∈ [0, t] .

Bizonyítás: Mivel a trajektóriák regulárisak, ezért a trajektóriák mindegyike minden véges és zárt
szakaszon korlátos6. Ebb®l következ®en az az esemény, hogy valamely trajektória korlátos eleme
a farok σ-algebrának7. A nulla vagy egy törvény miatt a farok σ-algebra eseményei nulla vagy egy
valószín¶ség¶ek. Így az olyan trajektóriák halmaza, amely korlátos nulla vagy egy valószín¶séggel
bír: Tekintsük a ξn $ X (n+ 1)−X (n) független valószín¶ségi változókat. A∣∣∣∣∣

∞∑
n=1

ξn

∣∣∣∣∣ =∞

esemény biztosan eleme a farok σ-algebrának8 ezért nulla, vagy egy valószín¶ség¶. Ha nulla
valószín¶ség¶ lenne, akkor a folyamathoz hozzáadva a Z (t) = t lineáris trendet, nyilván egy
valószín¶séggel korlátlan trajektóriájú Lévy-folyamatot kapunk. Nyilván az X és az X + Z mo-
mentumai minden véges szakaszon egyszerre korlátosak, vagy korlátlanok. Feltehetjük tehát, hogy
az X trajektóriái nem korlátossak. Tekintsük a

τ1 $ inf {t : |X (t)| > c}
5Értelemszer¶en az ∼= jel jelöli a reláció két oldalán szerepl® változók eloszlásának azonosságát.
6Persze szó sincsen egyenletes korlátosságról.
7A farok σ-algebra elemei azok az események, amelyek nem függnek véges sok elemt®l. Ha (ξα)α∈A valószín¶ségi

változók egy halmaza és a φ az A véges elem¶ részhalmazaiból álló halmaz, akkor az (ξα)α∈A farok σ-algebrája
G $ ∩x∈φσ

(
(ξα)α∈x

)
. A Kolmogorov-féle nulla vagy egy törvény szerint ha a (ξα) változók függetlenek és F ∈ G,

akkor az F valószín¶sége nulla vagy egy.
8Ugyanis véges sok tagot mindig elhagyhatunk az összegb®l anélkül, hogy a ±∞-hez való konvergenciát módosí-

tanánk.
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megállási id®t. Mivel a trajektóriák a teljes számegyenesen egy valószín¶séggel korlátlanok τ1 <∞
majdnem mindenhol. Így tekinthetjük az X∗ újraindított folyamatot. Legyen

τ2 $ inf {t : |X∗ (t)| > c}+ τ1 $ inf {t : |X (t+ τ1)−X (τ1)| > c}+ τ1.

Hasonló módon de�niálhatjuk az τ3 stb. megállási id®ket. Az er®s Markov-tulajdonság miatt az
{X∗ (t) : t ≥ 0} változók függetlenek az Fτ1 σ-algebrától. A

τ2 − τ1 $ inf {t ≥ 0 : |X∗ (t)| > c}

mérhet® az {X∗ (t) : t ≥ 0} változók által generált σ-algebrára, így a τ2 − τ1 független az Fτ1-
t®l. Hasonlóan a τn − τn−1 független az Fτn−1-t®l. Ugyancsak az er®s Markov-tulajdonság miatt
τn − τn−1 eloszlása minden n-re megegyezik a τ1 eloszlásával. Így a τ0 $ 0 értékb®l kiindulva és
használva a (τk − τk−1) változók függetlenségét

E (exp (−τn)) = E

(
exp

(
−

n∑
k=1

(τk − τk−1)

))
= (E (exp (−τ1)))n $ qn,

ahol 0 < q ≤ 1. Ha q = 1 akkor τ1 = 0, így a jobbról való folytonosság miatt |X (0)| ≥ c > 0,
ami ellentmond a Lévy-folyamatok de�níciójának, így q < 1. Szigorúan a τ1 el®tt az X nem lehet
nagyobb mint c, ugyanis ellenkez® esetben a τ1 csökkenthet® lenne. Így |X (τ1−)| ≤ c. Az ugrások
kisebbek mint c, így

|X (τ1)| = |X (τ1−) + ∆X (τ1)| ≤ |X (τ1−)|+ |∆X (τ1)| ≤
≤ |X (τ1−)|+ c ≤ 2c.

Hasonlóan folytatva
sup
t
|Xτn (t)| = sup |{X (t) : t ∈ [0, τn]}| ≤ 2nc.

A Markov-egyenl®tlenség alapján

P (|X (t)| > 2nc) ≤ P (τn < t) = P (exp (−τn) > exp (−t)) ≤

≤ E (exp (−τn))
exp (−t)

≤ exp (t) qn.

Mivel q < 1, ezért

h(m) $
∞∑
n=0

[2 (n+ 1) c]m qn <∞.

Az |X (t)|m függvényt egy lépcs®s függvénnyel felülr®l közelítve

E (|X (t)|m) ≤
∞∑
n=0

[2 (n+ 1) c]m ·P (|X (t)| > 2nc) ≤

≤ exp (t)
∞∑
n=0

[2 (n+ 1) c]m qn $ exp (t)h (m) ,

amib®l az állítás evidens.
2

3.2. Poisson-folyamatok

3.5 De�níció.
Poisson-folyamat alatt, de�níció szerint, olyan monoton növeked® trajektóriákkal rendelkez® Lévy-
folyamatot értünk, amely értékkészlete majdnem minden ω kimenetelre a {0, 1, 2, · · · } egész számok
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halmaza. Hangsúlyozni kell, hogy az imént megadott de�níció szerint, minden kimenetelre az
N összes eleme felvételre kerül, vagyis nincsenek a folyamatnak egynél nagyobb ugrásai. Ennek
megfelel®en a Poisson-folyamatok éppen a Lévy-típusú számláló folyamatok9.

Mivel a folyamat értékei egész számok, és mivel a trajektóriák jobbról folytonosak és rendelkeznek
bal oldali határértékkel, ezért az egyes ugrások közötti szakaszok hossza pozitív10. Mivel a folya-
mat a teljes t ≥ 0 félegyenesen értelmezve van, és csak véges értéket vehet fel, az ugráspontok
nem torlódhatnak véges értékhez. Az értékészletre tett megkötés alapján a folyamat trajektóriái
egységnyi magasságú ugrásokat tartalmaznak. Az els® ugrás helyét megadó

τ1 (ω) $ inf {t : X (t, ω) = 1} = inf {t : X (t, ω) > 0} <∞

megállási id®11 eloszlása exponenciális, ugyanis

P (τ1 > t+ s) = P (X (t+ s) = 0) = P (X (s) = 0, X (t+ s)−X (s) = 0) =
= P (X (s) = 0) P (X (t+ s)−X (s) = 0) =
= P (X (s) = 0) P (X (t) = 0) ,

amib®l elemi megfontolásokkal12 alkalmas 0 < λ <∞ számra

P (τ1 > t) = P (X (t) = 0) = exp (−λt) .

Az er®s Markov-tulajdonság miatt a X∗1 (t) $ X (τ1 + t) − X (τ1) eloszlása azonos a X (t) elos-
zlásával, így vehetjük a X második ugrásainak helyét megadó

τ2 (ω) $ inf {t : X (t+ τ1 (ω) , ω) = 2} = inf {t : X∗1 (t, ω) > 0} <∞

megállási id®t.
{τ2 < a} = ∪r∈Q,r<a {X∗1 (r, ω) > 0} ,

így a τ2 mérhet® az X∗1 által generált σ-algebrára nézve. A τ1 Fτ1-mérhet® és mivel az er®s
Markov-tulajdonság miatt az Fτ1 független az X∗1 által generált σ-algebrától ezért a τ1 és a τ2

függetlenek. Hasonlóan folytatva kapjuk a következ®t:

3.6 Állítás.
Valamely Poisson-folyamat, esetén az egyes ugrások között eltelt id® exponenciális eloszlású valószí-
n¶ségi változó. A különböz® ugrások között eltelt id®kszakok hossza független, és id®hossz eloszlása
azonos.

3.7 Állítás.
Egy Poisson-folyamat ugrásainak id®pontjai nem el®rejelezhet®ek.

Bizonyítás: Ahhoz, hogy az állításban szerepl® kijelentés értelmes legyen meg kell mondani, hogy
mit értünk el®rejelezhet® megállási id®n: Egy τ > 0 megállási id®t el®rejelezhet®nek mondunk, ha
létezik megállási id®k egy (ρn) sorozata, amelyre ρn < τ és ρn ↗ τ . Ez nyilvánvalóan azt jelent,
hogy a (ρn) sorozat el®rejelzi a τ bekövetkezését13. Rátérve az állítás igazolására ha például az
els® ugrás id®pontját megadó τ1 el®rejlezhet® lenne, akkor az

N∗n (t) $ N (ρn + t)−N (ρn)
9Természetesen számláló folyamat alatt olyan folyamatot értünk, amely értékei az id® el®rehaladtával rendre a

0, 1, 2, . . . értékeket veszik fel.
10Ha X (t, ω) = k, akkor van olyan δ > 0, hogy X (t+ u, ω) = k, ha 0 < u < δ.
11Lévy-folyamatok esetén a �ltráció de�níció szerint mindig jobbról folytonos! A feltétel szerint az 1 érték minden

ω esetén felvételre kerül, ezért τ1 <∞.
12Az f (t) $ P (X (t) = 0) kielégíti a Cauchy-féle függvényegyenletet. A P (X (t) = 0) ≡ 0 megoldás nem

megfelel®, ugyanis az X ugrásai ilyenkor torlódnának. A P (X (t) = 0) ≡ 1 szintén nem megfelel®, ugyanis ilyenkor
az X nem veheti fel az összes természetes számot.

13Érdemes hangsúlyozni, hogy az el®rejelz® sorozatból nem tudunk következteni a τ tényleges bekövetkezésének
id®pontjára, ugyanis azt nem tudjuk, hogy adott n-re milyen nagy a τ − τn id®hossz, csak annyit tudunk, hogy ha
n→∞, akkor az eltérés nullához tart.
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újraindított folyamatok mindegyike Poisson-folyamat lenne, és az eloszlásuk megegyezne az N
eloszlásával. Az N∗n els® ugrása éppen a τ1 − ρn id®pontban következik be. De a τ1-nek, és így
mindegyik τ1− ρn megállási id®nek létezik várható értéke amely az exponenciális eloszlás várható
értéke alapján minden n-re éppen 1/λ > 0. Így a majorált konvergencia tétel miatt14

1
λ

= lim
n→∞

1
λ

= lim
n→∞

E (τ1 − ρn) = E
(

lim
n→∞

(τ1 − ρn)
)

= 0,

ami lehetelen.
2

3.2.1. A gamma és a béta eloszlás

Mi lesz az n-edik ugrás helyét megadó valószín¶ségi változó eloszlása? Ennek megválaszlása el®tt
érdemes néhány állítást feleleveníteni.

3.8 De�níció.
Ha λ és a pozitív számok, akkor az

f (x) $
λa

Γ (a)
xa−1 exp (−λx) , x > 0

s¶r¶ségfüggvénnyel rendelkez® eloszlást (a, λ) paraméter¶ gamma eloszlásnak hívjuk és Γ (a, λ)
módon jelöljük.15

A Γ eloszlás jelent®ségét az adja, hogy egyrészt az exponenciális eloszlás általánosítása, ugyanis
Γ (1, λ) éppen a λ paraméter¶ exponenciális eloszlás, másrészt szorosan köt®dik a normális eloszlás
négyzetének, vagyis a χ2

1, eloszlásához: Legyen ξ ∼= N (0, 1) és határozzuk meg az η $ ξ2 eloszlását.
Ha x ≤ 0, akkor Fη (x) = P

(
ξ2 < x

)
= 0. Ha x > 0 akkor

Fη (x) = P
(
ξ2 < x

)
= P

(
−
√
x < ξ <

√
x
)

=
1√
2π

∫ √x
−
√
x

exp
(
− t

2

2

)
dt =

=
2√
2π

∫ √x
0

exp
(
− t

2

2

)
dt.

Deriválással, ha x > 0

fη (x) =
2√
2π

exp
(
−y

2

2

)∣∣∣∣
y=
√
x

1
2
√
x

=
1√
2πx

exp
(
−x

2

)
.

Következésképpen az η eloszlás éppen Γ (1/2, 1/2) .A gamma eloszlás fontos tulajdonsága a következ®:

3.9 Állítás.
Ha a τ i független változók eloszlása Γ (ai, λ) , akkor a

∑n
i=1 τ i összeg eloszlása Γ (

∑n
i=1 ai, λ) .

Bizonyítás: Az állítást elegend® két változóra belátni, az általános eset ebb®l indukcióval következik.
Emlékeztetünk, hogy ha a ξ és az η változók függetlenek és a ξ s¶r¶ségfüggvénye f és az η
s¶r¶ségfüggvénye g, akkor a ξ + η rendelkezik s¶r¶ségfüggvénnyel amely majdnem mindenhol
azonos az ∫ ∞

−∞
f (z) g (x− z) dz

konvolúcióval. Ha ξ ≥ 0 és η ≥ 0, akkor az integrál∫ x

0

f (z) g (x− z) dz

140 ≤ τ1 − ρn ≤ τ1 miatt triviálisan van integrálható majoráns.
15Ismételten némiképpen zavaró lehet, hogy szintén Γ jelöli a Γ eloszláshoz szorosan köt®d® Γ függvényt.
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módon írható. Ezt felhasználva∫ x

0

λa

Γ (a)
(x− t)a−1 exp (−λ (x− t)) λb

Γ (b)
tb−1 exp (−λt) dt =

=
λa+b

Γ (a) Γ (b)
exp (−λx)

∫ x

0

(x− t)a−1
tb−1dt =

=
λa+b

Γ (a) Γ (b)
exp (−λx)

∫ 1

0

(x− xz)a−1 (xz)b−1
xdz =

=
λa+b

Γ (a) Γ (b)
exp (−λx)xa+b−1

∫ 1

0

(1− z)a−1
zb−1dz =

=
λa+b

Γ (a+ b)
exp (−λx)xa+b−1,

ahol az utolsó lépésben felhasználtuk a gamma és a béta függvények közötti nevezetes azonosságot.
2

3.10 Következmény.
A Poisson folyamat n-edik ugrásának eloszlása Γ (n, λ) .

3.11 Következmény.
A χ2

n és a Γ (n/2, 1/2) eloszlások megegyeznek.

3.12 Következmény.
Ha X Poisson-folyamat és λ az ugrások közötti eltelt id® paramétere, akkor

P (X (t) = n) =
(λt)n

n!
exp (−λt) .

Bizonyítás: Legyen 0 ≤ t < ∞, és (τn) legyen az egyes ugrások között eltelt id®tartamokat
megadó független, azonos λ paraméter¶ exponenciális eloszlású változók sorozata. Vezessük be a
σn $

∑n
k=1 τk változót. A σn+1 eloszlása Γ (n+ 1, λ). Parciálisan integrálva, illetve felhasználva,

hogy Γ (n+ 1) = n!

P (X (t) < n+ 1) = P (σn+1 > t) =
∫ ∞
t

λn+1

Γ (n+ 1)
xn exp (−λx) dx =

=
[
λn+1xn

Γ (n+ 1)
exp (−λx)
−λ

]∞
t

+
∫ ∞
t

n
λnxn−1

Γ (n+ 1)
exp (−λx) dx =

=
(λt)n

n!
exp (−λt) + P (X (t) < n) .

Ebb®l

P (X (t) = n) = P (X (t) < n+ 1)−P (X (t) < n) =
(λt)n

n!
exp (−λt) ,

tehát az X (t) , vagyis a t id®pontig bekövetkezett ugrások száma, λt paraméter¶ Poisson-eloszlást
alkot.

2

Természetesen a gondolatmenet egyik kulcsa a gamma és a béta függvény közötti nevezetes össze-
függés volt. Mivel egy igen fontos és gyakran használt összefüggésr®l van szó, érdemes a következ®
szép bizonyítást megfontolni. A bizonyítás érdekessége, hogy a Fubin-tételre épül és jól példázza
a mértékelmélet erejét:
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3.13 Példa.
Igazoljuk a

B (x, y) =
Γ (x) Γ (y)
Γ (x+ y)

formulát!

A gamma függvény mellett vezessük be a

Γ (x, λ) $
∫ ∞

0

tx−1 exp (−λt) dt, x, λ > 0.

függvényt. Egyszer¶ u = tλ helyettesítéssel

Γ (x, λ) =
∫ ∞

0

(u
λ

)x−1

exp (−u)
du

λ
=

Γ (x)
λx

. (3.5)

Ebb®l s = t/ (1− t) helyettesítéssel

I $
∫ ∞

0

Γ (x+ y, 1 + s) sx−1ds =

= Γ (x+ y)
∫ ∞

0

(1 + s)−(x+y)
sx−1ds =

= Γ (x+ y)
∫ 1

0

(
1 +

t

1− t

)−(x+y)(
t

1− t

)x−1 1
(1− t)2 dt =

= Γ (x+ y)
∫ 1

0

(
1

1− t

)−(x+y)(
t

1− t

)x−1 1
(1− t)2 dt =

= Γ (x+ y)
∫ 1

0

tx−1 (1− t)y−1
dt $

$ Γ (x+ y)B (x, y) .

Az integrandus folytonos és nem negatív, ezért alább a két integrál felcserélhet®:

I $
∫ ∞

0

Γ (x+ y, 1 + s) sx−1ds $

$
∫ ∞

0

∫ ∞
0

exp (−t (1 + s)) tx+y−1sx−1dtds =

=
∫ ∞

0

∫ ∞
0

exp (−t (1 + s)) tx+y−1sx−1dsdt =

=
∫ ∞

0

tx+y−1 exp (−t)
∫ ∞

0

exp (−ts) sx−1dsdt $

$
∫ ∞

0

tx+y−1 exp (−t) Γ (x, t) dt =

=
∫ ∞

0

tx+y−1 exp (−t) Γ (x)
tx

dt $

$ Γ (x)
∫ ∞

0

ty−1 exp (−t) dt = Γ (x) Γ (y) ,

amib®l
Γ (x+ y)B (x, y) = Γ (x) Γ (y) .

2

Hasonlóan elegáns a következ®, szintén gyakran használt összefüggés:
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3.14 Példa.
Számoljuk ki az ∫ ∞

−∞
exp

(
−x2

)
dx

integrált!

Az x exp
(
−x2

(
1 + t2

))
függvény az x, t ≥ 0 tartományon folytonos, és nem negatív, ezért alka-

lmazható rá a Fubini-tétel.

I $
∫ ∞

0

∫ ∞
0

x exp
(
−x2

(
1 + t2

))
dxdt =

∫ ∞
0

[
exp

(
−x2

(
1 + t2

))
−2 (1 + t2)

]∞
0

dt =

=
1
2

∫ ∞
0

1
1 + t2

dt =
π

4
.

Ugyanakkor u = xt helyettesítéssel

I $
∫ ∞

0

∫ ∞
0

x exp
(
−x2

(
1 + t2

))
dtdx =

=
∫ ∞

0

x exp
(
−x2

) ∫ ∞
0

exp
(
− (xt)2

)
dtdx =

=
∫ ∞

0

x exp
(
−x2

) ∫ ∞
0

exp
(
−u2

) du
x
dx =

(∫ ∞
0

exp
(
−x2

)
dx

)2

,

vagyis ∫ ∞
−∞

exp
(
−x2

)
dx =

√
π. (3.6)

Ebb®l elemi számolással u = x2 helyettesítéssel

√
π = 2

∫ ∞
0

exp
(
−x2

)
dx = Γ

(
1
2

)
.

2

3.15 De�níció.
Ha α és β pozitív paraméterek, akkor az

f (x) $
Γ (α+ β)
Γ (α) Γ (β)

xα−1 (1− x)β−1
, x ∈ (0, 1)

s¶r¶ségfüggvénnyel rendelkez® eloszlást (α, β) paraméter¶ béta eloszlásnak hívjuk és B (a, β) módon
jelöljük.

3.16 De�níció.
Ha α és β pozitív paraméterek, akkor a

g (x) $
Γ (α+ β)
Γ (α) Γ (β)

xα−1 1

(1 + x)α+β
, x > 0

s¶r¶ségfüggvénnyel rendelkez® eloszlást általánosított, vagy másodfajú béta eloszlásnak nevezzük.
Az eloszlást B̃ (α, β)-val fogjuk jelölni.

A B̃ és a B eloszlások között, miként a nevük is mutatja, szoros összefüggés van.

3.17 Állítás.
Ha a ξ béta eloszlású, akkor az η $ ξ/ (1− ξ) másodfajú béta eloszlású. Ha η másodfajú béta
eloszlású, akkor a ξ $ η/ (1 + η) béta eloszlású.
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Bizonyítás: El®ször érdemes egy általános kérdést feleleveníteni: Legyen ξ egy tetsz®leges
valószín¶ségi változó és legyen ϕ egy olyan szigorúan monoton növeked®, vagy szigorúan monoton
csökken®, folytonosan deriválható függvény, amelyre az η $ ϕ (ξ) értelmes. Tegyük fel, hogy a ξ
s¶r¶ségfüggvénye f. Számoljuk ki az η s¶r¶ségfüggvényét! Ha a ϕ n®, akkor

P (η < x) = P (ϕ (ξ) < x) = P
(
ξ < ϕ−1 (x)

)
=

= F
(
ϕ−1 (x)

)
,

amit deriválva, az összetett függvény deriválási szabálya miatt, az η s¶r¶ségfüggvénye

f
(
ϕ−1 (x)

) d

dx
ϕ−1 (x) .

Ha a ϕ csökken, akkor

P (η < x) = P (ϕ (ξ) < x) = P
(
ξ > ϕ−1 (x)

)
=

= 1− F
(
ϕ−1 (x)

)
,

amit deriválva az η s¶r¶ségfüggvénye

−f
(
ϕ−1 (x)

) d

dx
ϕ−1 (x) .

Mivel ilyenkor a képletben szerepl® derivált negatív ezért a képlet

f
(
ϕ−1 (x)

) ∣∣∣∣ ddxϕ−1 (x)
∣∣∣∣

módon is írható. A konkrét esetre rátérve, ha ϕ (u) $ u/ (1− u) , akkor ϕ−1 (x) = x/ (1 + x) , és
a s¶r¶ségfüggvények transzformációs szabálya szerint

g (x) = f
(
ϕ−1 (x)

) d

dx
ϕ−1 (x) = (3.7)

=
Γ (α+ β)
Γ (α) Γ (β)

(
x

1 + x

)α−1(
1− x

1 + x

)β−1 1
(1 + x)2 =

=
Γ (α+ β)
Γ (α) Γ (β)

xa−1 1

(1 + x)α+β
.

A fordított irány igazolása analóg.
2

3.18 Állítás.
Ha ξ ∼= Γ (a, λ) és η ∼= Γ (b, λ) valamint a ξ és az η függetlenek, akkor

ξ

η
∼= B̃ (a, b) ,

ξ

ξ + η
∼= B (a, b) . (3.8)

Bizonyítás: El®ször elevenítsük fel a hányados s¶r¶ségfüggvényének képletét. Legyen a ξ s¶r¶ségfüg-
gvénye f az η s¶r¶ségfüggvénye legyen g. Mivel az η-nak van s¶r¶ségfüggvénye, ezért az {η = 0}
esemény valószín¶sége nulla, így a ξ/η értelmes. A teljes várható érték tétel miatt

P
(
ξ

η
< x

)
=
∫ ∞
−∞

P
(
ξ

η
< x | η = y

)
g (y) dy.

Hangsúlyozni kell, hogy ez egy de�níció szerint teljesül® azonosság. A lényeges lépés a feltételés
valószín¶ség kiszámolása. Felhasználva, hogy a ξ és az η függetlenek a feltétel behelyettesíthet®
és a feltétel elhagyható, így

P
(
ξ

η
< x | η = y

)
= P

(
ξ

y
< x

)
.
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Az y el®jele lehet pozitív vagy negatív. Az el®jelt®l függ®en továbbszámolva, ha például y < 0

P
(
ξ

y
< x

)
= P (ξ > yx) = 1− F (yx) .

Ezt visszaírva

P
(
ξ

η
< x

)
=
∫ ∞
−∞

1− F (yx) g (y) dy.

Az x szerint deriválva s¶r¶ségfüggvény

−
∫ ∞
−∞

f (yx) g (y) ydy =
∫ ∞
−∞

f (yx) g (y) |y| dy

módon írható. A konkrét problémára rátérve a hányados s¶r¶ségfüggvényének képletét felírva, és
kihasználva a két változó nem negativitását, ha u > 0, akkor a (3.5) alapján∫ ∞

0

λa

Γ (a)
(uy)a−1 exp (−λuy)

λb

Γ (b)
yb−1 exp (−λy) ydy =

=
λa+b

Γ (a) Γ (b)
ua−1

∫ ∞
0

ya+b−1 exp (−λy (u+ 1)) dy =

=
λa+b

Γ (a) Γ (b)
ua−1 Γ (a+ b)

(λ (u+ 1))a+b
=

=
Γ (a+ b)
Γ (a) Γ (b)

ua−1 1

(1 + u)a+b
,

ami éppen a B̃ (a, b). A második állítás igazolása a következ®16:

P
(

ξ

ξ + η
< x

)
= P

(
ξ/η

1 + ξ/η
< x

)
=

= P
(
ξ

η
< x

(
1 +

ξ

η

))
=

= P
(
ξ

η
<

x

1− x

)
,

így deriválással az imént belátottak alapján a s¶r¶ségfüggvény

Γ (a+ b)
Γ (a) Γ (b)

(
x

1− x

)a−1 1

(1 + x/ (1− x))a+b

1
(1− x)2 .

Ez elemi számolással
Γ (a+ b)
Γ (a) Γ (b)

(
x

1− x

)a−1

(1− x)a+b 1
(1− x)2 ,

ami pedig
Γ (a+ b)
Γ (a) Γ (b)

xa−1 (1− x)b−1
,

ami éppen a B (a, b) s¶r¶ségfüggvénye.
2

16V.ö.: (3.7), 35. oldal.
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3.2.2. Poisson-folyamatok és az egyenletes eloszlás

Vegyünk egy n értéket. Jelölje σn valamely Poisson-folyamat n-edik ugrásának helyét. Mi lesz a(
σ1

σn
,
σ2

σn
, . . . ,

σn−1

σn

)
véletlenül választott n− 1 pont eloszlása a (0, 1) intervallumban?

3.19 Példa.
Exponenciális eloszlású valószín¶ségi változók összege és az egyenletes eloszlásból származó ren-
dezett minta kapcsolata.

Legyenek (ξk)nk=1 független azonos, λ paraméter¶ exponenciális eloszlású valószín¶ségi változók.
Legyen σm $

∑m
k=1 ξk. Határozzuk meg az ηk $ σk/σn változók eloszlását.

P (η1 < x) = P
(

ξ1

ξ1 + . . .+ ξn
< x

)
.

A ξ1 eloszlása Γ (1, λ) , a
∑n
k=2 ξk eloszlása Γ (n− 1, λ). Ebb®l a (3.8) miatt az η1 eloszlása

B (1, n− 1) . A B (1, n− 1) eloszlás s¶r¶ségfüggvénye

f1 (x) $
Γ (n)

Γ (1) Γ (n− 1)
x1−1 (1− x)n−2

, x ∈ (0, 1) .

A Γ (n) = (n− 1)! értéket beírva

f1 (x) = (n− 1) (1− x)n−2
x ∈ (0, 1) .

Legyenek (τk)n−1
k=1 a (0, 1) intervallumon egyenletes eloszlású változók és jelölje τ∗1 a legkisebb

elemet, vagyis τ∗1 $ min τk. {τ∗1 < x} pontosan akkor, ha legalább egy elem az (n− 1)-b®l kisebb
mint x, tehát

F1 (x) $ P (τ∗1 < x) = 1− (1− x)n−1
.

A τ∗1 s¶r¶ségfüggvénye
F ′1 (x) = (n− 1) (1− x)n−2

amely éppen azonos az f1 (x) függvénnyel, vagyis az η1 eloszlása azonos a τ∗1 eloszlásával. Hason-
lóan a

∑k
i=1 ξi eloszlása Γ (k, λ) a

∑n
i=k+1 ξi eloszlása Γ (n− k, λ) így az ηk eloszlása B (k, n− k) ,

amely s¶r¶ségfüggvénye

Γ (n)
Γ (k) Γ (n− k)

xk−1 (1− x)n−k−1 = (n− 1)
(
n− 2
k − 1

)
xk−1 (1− x)n−k−1

.

Határozzuk meg az τ∗k eloszlásfüggvényét. Az egyszer¶bb jelölés kedvéért legyen el®ször τ∗k egyen-
letes eloszlásból származó n elem¶ rendezett minta k-dik eleme. A {τ∗k < x} esemény ekvivalens
avval, hogy legalább k változó kisebb mint x. Ebb®l

Fk (x) $ P (τ∗k < x) =
n∑
i=k

(
n

i

)
xi (1− x)n−i .

A derivált kiszámolásának komplikáltsága miatt a s¶r¶ségfüggvény meghatározása a következ®:

Fk (x+ h)− Fk (x)
h

=
P (x ≤ τ∗k < x+ h)

h
.

Tekintsük a 0 ≤ x < x + h intervallumokat. A P (x ≤ τ∗k < x+ h) annak a valószín¶sége, hogy
legfeljebb (k − 1) változó kisebb mint x és legalább k változó kisebb mint x + h. Annak a
valószín¶sége, hogy r változó esik az [x, x+ h) intervallumba hr = o

(
hr−1

)
nagyságrend¶, így
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egyedül az r = 0, illetve az r = 1 eseteket kell megvizsgálnunk. Ha az {x ≤ τ∗k < x+ h} esemény
teljesül, akkor az r = 0 lehetetlen, így a s¶r¶ségfüggvény meghatározásakor egyedül az r = 1
esetet kell kiszámolnunk. Ilyenkor k − 1 elem kisebb mint x, egy az [x, x+ h) intervallumban van
és n− k elem nagyobb mint x, vagyis

P (x ≤ τ∗k < x+ h) = n ·
(
n− 1
k − 1

)
· h · xk−1 · (1− x)n−k +

+o (h) .

Ebb®l a s¶r¶ségfüggvény

n

(
n− 1
k − 1

)
xk−1 (1− x)n−k .

Ha n helyébe (n− 1)-et írunk, akkor éppen az ηk s¶r¶ségfüggvényét kapjuk.
2

3.20 Példa.
Rendezett minta s¶r¶ségfüggvénye.

Legyenek a (ξk)nk=1 változók függetlenek és rendelkezzenek azonos eloszlással. Jelölje F a közös
eloszlásfüggvényt és f a közös s¶r¶ségfüggvényt. Ha ξ∗k jelöli a rendezett minta k-dik elemét akkor
az el®z® példa gondolatmenetét általánosítva

Fk (x+ h)− Fk (x)
h

=
P (x ≤ ξ∗k < x+ h)

h
=

= n ·
(
n− 1
k − 1

)
· f (x)h · F (x)k−1 · (1− F (x))n−k +

+o (h) ,

vagyis a ξ∗k s¶r¶ségfüggvénye

n ·
(
n− 1
k − 1

)
· f (x) · F (x)k−1 · (1− F (x))n−k .

2

3.3. Sztochasztikus integrálás

A sztochasztikus folyamatok elméletének legfontosabb fogalma a sztochasztikus integrálás. Nagy
általánosságban fogalmazva sztochasztikus integrálásról akkor beszélünk, ha vagy az integrandus
vagy az integrátor sztochasztikus folyamat. Els® lépésben a Poisson-folyamat, illetve a kompenzált
Poisson-folyamat szerinti sztochasztikus integrálást vizsgáljuk meg. Illetve valamivel általánosab-
ban feltesszük, hogy az integrátor trajektóriái korlátos változásúak. A sztochasztikus integrálra
vonatkozó legfontosabb formula a parciális integrálás formulája. A kompenzált Poisson-folyamat
martingál, így felmerül a kérdés, hogy milyen körülmények között lesz a sztochasztikus integrál
szintén martingál. A sztochasztikus integrálás segítségével belátjuk, hogy két Poisson-folyamat
pontosan akkor független, ha a közös ugrás valószín¶sége nulla.

3.3.1. Az integrál de�níciója

Ha a V integrátor trajektóriái korlátos változásúak, akkor a sztochasztikus integrál de�níciója
valójában nyilvánvaló. Ha minden trajektória egy jobbról reguláris és korlátos változású függvény,
akkor minden ω kimenetel esetén a µω ((a, b]) $ V (b, ω)− V (a, ω) kifejezés egy mértéket de�niál
az (a, b] alakú intervallumok halmazán. A mértékkiterjesztési tétel közvetlen alkalmazával ez a
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mérték kiterjeszthet® a számegyenes Borel-mérhet® halmazaira. Ha az X integrandus minden
trajektóriája Borel-mérhet®, akkor de�nálható az

(X • V ) (t, ω) $
∫ t

0

X (s, ω) dµω (s)

integrál. Miként láttuk, ha az X integrátor progresszíven mérhet®, akkor az így kapott X • V
sztochasztikus folyamat adaptált lesz. A minket érdekl® esetben az X integrandus balról reguláris.
Ez az eset azért érdekes, mert ilyenkor az integrál minden véges intervallumon el®állítható a∑

i

X
(
t
(n)
i

)(
V
(
t
(n)
i+1

)
− V

(
t
(n)
i

))
alakú, úgynevezett Itô�Stieltjes közelít® összegek határértékeként. Valóban, a fenti összeg valamely
(a, b] szakasz esetén felírható

∫ b
a
XndV módon, ahol

Xn $
∑
i

X
(
t
(n)
i

)
χ
((
t
(n)
i , t

(n)
i+1

])
.

Az X balról való folytonossága miatt ha

lim
n→∞

max
i

∣∣∣t(n)
i+1 − t

(n)
i

∣∣∣ = 0,

akkor Xn → X. A regularitás miatt az X egyes trajektóriái, minden véges intervallumon, korlá-
tosak17. A V által generált mérték szerint a véges szakaszok mértéke véges, így minden trajektória
esetén alkalmazható a majorált konvergencia tétele. Hangsúlyozni kell, hogy a mértékek szerinti
integrálok általában nem a közelít® összegek határértékei. Ugyancsak hangsúlyozni kell, hogy
az integrálközelít® összegek szerkezete igen speciális. Szemben a Riemann-integrállal, illetve az
azt általánosító Stieltjes-integrállal most az integrálközelít® összegekben a közbüls® pontot nem
választhatjuk akárhogyan. Mindig szigorúan az intervallum kezd®pontjának kell megválasztani.

3.3.2. A parciális integrálás formulája

Felvethet® a kérdés: Mi lesz az Itô�Stieltjes közelít® összegek határértéke ha az integrandos nem
balról folytonos?

3.21 Lemma.
Ha X tetsz®leges reguláris folyamat, akkor az Itô�Stieltjes közelít® összegek határértéke mindig az∫ b

a

X (s−) dV (s) $
∫ b

a

X− (s) dV (s)

integrál, ahol értelemszer¶en a mínusz jel az X folyamat bal oldali határértékre utal.

Bizonyítás: Tekintsük az X ugrásaiból álló ∆X $ X −X− folyamatot. A reguláris függvények
alapvet® tulajdonsága, hogy tetsz®leges véges szakaszon a függvény egy adott c > 0 konstansnál
nagyobb nagyságú ugrásainak száma mindig véges. Ennek oka következ®: Legyen (tn) egy olyan
végtelen sorozat, amelyre |(∆X) (tn)| ≥ c. A szakasz végessége miatt feltehet®, hogy a (tn) sorozat
monoton és konvergens. De a bal oldali határérték de�níciója miatt feltehet®, hogy van egy olyan
sn < tn sorozat, amelyre

|X (tn)−X (sn)| ≥ c/2 > 0. (3.9)

Ha a (tn) monoton n®, akkor az (sn) választható monoton növeked®nek, ha a (tn) csökken, akkor
az (sn) szintén választható csökken®nek, illetve az is feltehet®, hogy az (sn)-nek létezik határértéke

17Ha nem lenne korlátos, akkor lenne egy olyan (tn) sorozat, amelyre |X (tn, ω)| ≥ n lenne. Az intervallum
végessége miatt feltehet®, hogy a (tn) sorozat konvergens, illetve feltehet®, hogy a sorozat monoton. Ez azonban
ellentmond annak, hogy létezik a jobb és a bal oldali határérték.
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és ez a határérték azonos a (tn) határértékével. Ez azonban a trajektóriák regularitása miatt18

ellentmond az (3.9) sornak. Ha (ui)
N
i=1 a c-nél nagyobb ugrások halmaza, akkor a V jobbról való

folytonossága miatt illetve a nagy ugrások számának végessége miatt∑
∆X (ui)

(
V
(
t
(n)
i+1

)
− V

(
t
(n)
i

))
→ 0.

Ebb®l következ®en feltehet®, hogy |∆X| ≤ c. De így minden trajekóriára∣∣∣∣∣∑
i

X
(
t
(n)
i

)(
V
(
t
(n)
i+1

)
− V

(
t
(n)
i

))
−
∑
i

X−

(
t
(n)
i

)(
V
(
t
(n)
i+1

)
− V

(
t
(n)
i

))∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∑
i

∆X
(
t
(n)
i

)(
V
(
t
(n)
i+1

)
− V

(
t
(n)
i

))∣∣∣∣∣ ≤
≤ cVar (V ) (t) .

Mivel a c választható tetsz®legesen kicsinek a
∑
iX
(
t
(n)
i

)(
V
(
t
(n)
i+1

)
− V

(
t
(n)
i

))
közelít® összeg

határértéke megegyezik az
∑
iX−

(
t
(n)
i

)(
V
(
t
(n)
i+1

)
− V

(
t
(n)
i

))
közelít® összegek határértékével.

Mivel az X− folyamat balról regularizált, a közelít® összegek határértéke éppen az X− • V sz-
tochasztikus integrál.

2

A lemma fontos következménye a parciális integrálás formulája. A formula kimondása el®tt tek-
intsük a következ® de�níciót:

3.22 De�níció.
Ha minden

0 = t
(n)
0 < t

(n)
1 < . . . < t(n)

m < . . .

partíció sorozatra, amelyre

lim
n→∞

max
i

∣∣∣t(n)
i+1 − t

(n)
i

∣∣∣ = 0

és minden t-re az∑
i

(
X
(
t
(n)
i+1 ∧ t

)
−X

(
t
(n)
i ∧ t

))(
Y
(
t
(n)
i+1 ∧ t

)
− Y

(
t
(n)
i ∧ t

))
sorozat határértéke létezik, akkor az így kapott határértéket az X és az Y folyamatok kvadratikus
keresztvariációjának mondjuk és [X,Y ] módon fogjuk jelölni. Ha X = Y, akkor az X kvadratikus
variációjáról beszélünk. A kvadratikus variációt [X] módon fogjuk jelölni.

A kés®bbiek szempontjából nem érdektelen hangsúlyozni, hogy a de�níció némiképpen pontatlan,
ugyanis nem tisztázza egyértelm¶en, hogy milyen topológiában követeljük meg a konvergenciát.
Jelenleg konvergencián a pontonkénti konvergenciát értjük, vagyis minden t id®pont és ω kimenetel
esetén a felírt közelít® összeg konvergenciáját követeljük meg.

Most rátérhetünk a parciális integrálás formulájára.

3.23 Tétel.
Ha X és Y véges változású, jobbról reguláris folyamatok, akkor tetsz®leges a < b id®pontok esetén

X (b)Y (b)−X (a)Y (a) =

=
∫ b

a

X−dY +
∫ b

a

Y−dX+

+ [X,Y ] (b)− [X,Y ] (a) .

18Vagyis ellentmond a jobb és bal oldali határérték feltételezett létezésének.
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Bizonyítás: A formulából természetesen az is kiderül, hogy amennyiben X és Y véges vál-
tozású, jobbról reguláris folyamatok, akkor a keresztvariációkból álló [X,Y ] folyamat értelmes.
Lényegében ez az állítás f® mondanivalója. Maga a formula lényegében nyilvánvaló. Az egyen-
l®ségben szerepl® sztochasztikus integrálok éppen a∑

i

X
(
t
(n)
i−1

)(
Y
(
t
(n)
i

)
− Y

(
t
(n)
i−1

))
,

illetve az ∑
i

Y
(
t
(n)
i−1

)(
X
(
t
(n)
i

)
−X

(
t
(n)
i−1

))
közelít® összegek határértékei. Ha felírjuk az [X,Y ] keresztvariációt de�niáló közelít® összegeket,
akkor elemi számolással látható, hogy a jobb oldalt közelít® összegek összegei a bal oldalon álló
kifejezésre egyszer¶södnek. Mivel a bal oldal kontans, és a két integrál létezik ezért a keresztvar-
iáció is létezik és a formula triviálisan teljesül.

2

Érdemes hangsúlyozni, hogy a sztochasztikus integrálok létezéséhez nem szükséges, hogy az inte-
grátorok jobbról regulárisok legyenek. Tetsz®leges korlátos változású függvény segítségével de�niál-
hatjuk folytonos függvényekre a Riemman�Stieltjes integrált, amit aztán kiterjeszthetünk a Borel-
mérhet® függvényekre és így de�niálhatjuk a függvény által generált mértéket, következésképpen
az integrál is. Miként közismert ez mérték meg fog egyezni a jobbról regularizált verzió által az
intervallumokon de�niált mérték kiterjesztésével. Ugyanakkor az Itô�Stieltjes közelít® összegek
csak akkor konvergálnak, ha az integrátor már jobbról regularizált, ugyanis akkor lesz csak az Itô�
Stieltjes közelít® összeg a megfelel® lépcs®s függvény integrálja. Ennek következtében a kvadratikus
keresztvariáció csak jobbról19 regularizált folyamatok esetén létezik, vagyis csak ilyen folyamatokra
független a közelít® pontok sorozatának választásától.

3.24 Példa.
Kvadratikus keresztvariáció nem regularizált folyamatokra.

Legyen

V (t) $

 0 ha t < 1
1/2 ha t = 1
1 ha t > 1

.

Ha a közelít® pontok egyike sem t = 1, akkor a kvadratikus variáció a [0, 2] szakaszon 1, éppen
t = 1 pontban vett jobb és a bal oldali határérték különbségének négyzete. Ha azonban a t = 1 is
osztópont, akkor a kvadratikus variáció (1/2)2 + (1/2)2 = 1/2.

2

Hangsúlyozni kell, hogy önmagában a parciális integrálás formulája semmitmondó, ugyanis a
keresztvariációt éppen úgy de�niáltuk, hogy a formula igaz legyen. A formula igazi ereje akkor
lesz nyilvánvaló, ha ki is tudjuk számolni a keresztvariáció értékét.

3.25 Példa.
Ha az X folyamat folytonos az Y folyamat pedig véges változású, akkor [X,Y ] = 0.

Ez a rendkívül gyakran használt összefüggés triviális következménye annak, hogy a

max
i

∣∣∣X (t(n)
i

)
−X

(
t
(n)
i−1

)∣∣∣∑
i

∣∣∣Y (t(n)
i

)
− Y

(
t
(n)
i−1

)∣∣∣
triviálisan20 a keresztvariációt közelít® összeg fels® becslése. Az Y véges változású, így az összeg
de�níció szerint felülr®l becsülhet® a Var (Y ) (t) <∞ értékkel. De az X folytonos, így a [0, t] sza-
kaszon egyenletesen folytonos, így a maximumot tartalmazó kifejezés nullához tart. Következéskép-
pen [X,Y ] = 0.

19Vagy balról, de ez már konvenció kérdése.
20A |

∑
aibi| ≤ maxi |ai|

∑
i |bi| elemi egyenl®tlenségr®l van szó.
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2

3.26 Példa.
Ha az X és az Y folyamat véges változású és jobbról reguláris, akkor [X,Y ] =

∑
∆X∆Y, vagyis a

keresztvariáció éppen az ugrások összege.

Az egyenl®ség igazolásához feltehetjük, hogy az X és az Y tiszta ugró függvények. Ha például
X = Xc +Xd az X felbontása folytonos és ugró részre, akkor a keresztvariáció linearitása miatt21

[X,Y ] =
[
Xc +Xd, Y

]
= [Xc, Y ] +

[
Xd, Y

]
=
[
Xd, Y

]
,

ílletve hasonlóan eljárva az Y esetében

[X,Y ] =
[
Xd, Y c + Y d

]
=
[
Xd, Y d

]
.

Tiszta ugró függvényekre felírva a parciális integrálás formuláját, kihasználva, hogy valamely pont
mértéke éppen a pontban való ugrás nagysága∫ b

a

X−dY =
∑

X− (s) ∆Y (s)∫ b

a

Y−dX =
∑

Y− (s) ∆X (s)

Ha els® összeghez hozzáadjuk a
∑

∆X (s) ∆Y (s) kifejezést és kiemeljük a ∆Y -t akkor az∑
X (s) ∆Y (s)

összeget kapjuk. Ha ehhez hozzáadjuk a második integrált, akkor az∑
(X (s)Y (s)− Y− (s)X− (s)) =

∑
∆ (Y X) (s)

összeghez jutunk. Mivel az X és az Y tiszta ugrófüggvények, ezért az összeg éppen a parciális in-
tegrálási formulában szerepl® X (b)Y (b)−X (a)Y (a) kifejezésre egyszer¶södik. Érdemes hangsú-
lyozni, hogy mivel feltettük, hogy az X és az Y folyamatok véges megváltozásúak, ezért a fenti
számolásban szerepl® összegek abszolút konvergensek voltak, így a sorok összege független volt a
sorrendt®l és általában a szokásos véges öszegekre megszokott szabályok érvényesek maradtak22.

2

3.3.3. A sztochasztikus integrál mikor lesz martingál?

Az alpont címe az imént bevezetett sztochasztikus integrállal kapcsolatos leginkább releváns kérdés.
A választ a következ® állítás tartalmazza:

3.27 Állítás.
Ha a V integrátor martingál és a Var (V ) (∞) változó integrálható, vagyis ha E (Var (V ) (∞)) <∞,
akkor tetsz®leges korlátos, balról folytonos és adaptált X integrandus esetén az X •V sztochasztikus
integrál martingál.

Bizonyítás: Talán érdemes hangsúlyozni, hogy valamely véges változású V folyamat esetén a
Var (V ) módon jelölt folyamat értéke, de�níció szerint, minden (t, ω) pár esetén az ω kimenetelhez
tartozó trajektória megváltozása a (0, t] szakaszon. Világos, hogy nagyobb t esetén a megvál-
tozás nem lehet kisebb, így a Var (V ) folyamat trajektóriái növeked®ek. Ebb®l következ®en a
Var (V ) (∞) módon jelölt végtelenben vett határérték mindig értelmes, és világos, hogy mérhet®

21Triviálisan következik az integrál hasonló tulajdonságából.
22A példát indokolhatjuk úgy is, hogy leválasztjuk egy adott c-nél nagyobb ugrásokat, ezekre igazoljuk a formulát,

majd megmutatjuk, hogy c↘ 0 esetén éppen a kívánt egyenl®séget kapjuk.
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függvény. Természetesen semmi sem zárja ki, hogy ez a határérték esetleg ne legyen +∞. Az
állításban szerepl® feltétel szerint a végtelenben vett határértékek által de�niált függvény várható
értéke véges. Ilyenkor szokás azt mondani, hogy a V integrálható változású.

Tegyük fel tehát, hogy a V integrálható változású martingál23. Legyen

0 = t
(n)
0 < t

(n)
1 < . . . < t(n)

m < . . .

az R+ id®egyenes egy felbontása. Tekintsük az

Yn (t) $
∑
i

X
(
t
(n)
i−1

)(
V
(
t
(n)
i ∧ t

)
− V

(
t
(n)
i−1 ∧ t

))
alakú közelít® integrálfüggvényeket. Emlékeztetünk. hogy az a ∧ b jel az a és a b számok közül a
kisebbet jelöli, így az Yn (t) a (0, t] szakaszba es® osztópontokra való összegzést adja meg. Vegyük
észre, hogy a V jobbról való regularitása miatt a V trajektóriái jobbról regulárisak. Megmutatjuk,
hogy az Yn martingál. Ha s < t, akkor

E (Yn (t) | Fs) = Yn (s) + E (Un (s) + Z (s, t) | Fs) ,

ahol Un (s) az s el®tti utolsó osztóponthoz tartozó közelít® tag s és a következ® osztópont közötti

értéke, vagyis ha u(n) az s el®tti utolsó osztópont és t(n)
i−1 az s utáni els® osztópont, akkor

Un (s) $ X
(
u(n)

)(
V
(
t
(n)
i−1 ∧ t

)
− V (s)

)
,

illetve
Z (s, t) $

∑
s<t

(n)
i−1≤t

X
(
t
(n)
i−1

)(
V
(
t
(n)
i ∧ t

)
− V

(
t
(n)
i−1 ∧ t

))
az integrál többi része. Megmutatjuk, hogy E (Z (s, t) + Un (s) | Fs) = 0.Mivel egy véges összegr®l
van szó elegend® belátni, hogy az összeg minden egyes tagjának feltételes várható értéke nulla. A
feltételes várható érték elemi tulajdonságai alapján, felhasználva, hogy s < t

(n)
i−1, így Fs ⊆ Ft(n)

i−1

E
(
X
(
t
(n)
i−1

)(
V
(
t
(n)
i ∧ t

)
− V

(
t
(n)
i−1 ∧ t

))
| Fs

)
=

= E
(
E
(
X
(
t
(n)
i−1

)(
V
(
t
(n)
i ∧ t

)
− V

(
t
(n)
i−1

))
| F

t
(n)
i−1

)
| Fs

)
=

= E
(
X
(
t
(n)
i−1

)
E
(
V
(
t
(n)
i ∧ t

)
− V

(
t
(n)
i−1

)
| F

t
(n)
i−1

)
| Fs

)
=

= E
(
X
(
t
(n)
i−1

)
0 | Fs

)
= 0.

Hasonlóan mivel u(n) ≤ s ≤ t(n)
i−1, ezért

E (Un (s) | Fs) = X
(
u(n)

)
E
(
V
(
t
(n)
i−1

)
− V (s) | Fs

)
= 0.

Minden egyszer¶sége ellenére a fenti számolás a sztochasztikus folyamatok elméletének egyik kulcs

számolása. Világos, hogy az X
(
t
(n)
i−1

)
korlátosságát kihasználtuk. Egyrészt ott, hogy a szorzat

feltételes várható értéke értelmes, másrészt a kiemelési szabály használatakor. A V martingál tula-

jdonsága miatt a V
(
t
(n)
i ∧ t

)
−V

(
t
(n)
i−1 ∧ t

)
biztosan integrálható, de ha az X nem lenne korlátos,

akkor az egész fenti gondolatmenetben szerepl® feltételes várható értékek könnyen értelmetlenek
lehetnének. Világos az is, hogy kihasználtuk, hogy a V martingál ugyanis ezért lesz az F

t
(n)
i−1
,

illetve az Fs szerinti feltételes várható érték nulla. Ha n→∞ esetén

sup
i

∣∣∣t(n)
i − t(n)

i−1

∣∣∣→ 0,

23Például egy kompenzált Poisson-folyamat.



44 3. POISSON-FOLYAMAT

akkor a már említett gondolatmenet miatt24 minden (t, ω) esetén Yn (t, ω) → (X • V ) (t, ω) . A
probléma csak az, hogy a határérték és a feltételes várható érték felcserélhet®-e? Mivel a feltételek
miatt triviálisan

|Yn (t)| ≤ sup |X| ·Var (V ) (∞) ∈ L1 (Ω) ,

ezért a feltételes várható értékre alkalmazható a majorált konvergencia tétele, így

E ((X • V ) (t) | Fs) = E
(

lim
n→∞

Yn (t) | Fs
)

=

= lim
n→∞

E (Yn (t) | Fs) =

= lim
n→∞

Yn (s) = (X • V ) (s) .

Ami éppen a bizonyítandó tulajdonság.
2

3.4. Független Poisson-folyamatok ugrásai

Legyenek X és Y egy közös F �ltrációra nézve Poisson-folyamatok. Jelölje M és N a megfelel®
exponenciális martingálokat. A parciális integrálási formula szerint

MN − 1 = M− •N +N− •M + [M,N ].

Vegyük észre, hogy tetsz®leges véges intervallumon azM− és az N− korlátosak25. Ugyancsak véges
szakaszokon a trajektóriák variációjából álló Var(M) és Var(N) folyamatoknak van integrálható
majoránsa26. Ebb®l következ®en a sztochasztikus integrálok martingálok. Várható értéket véve

E(M(t)N(t))− 1 = E([M,N ](t)).

Érdemes hangsúlyozni, hogy a sztochasztikus integrálok martingál tulajdonságának igazolásához
szükséges, hogy az integrandus és az integrátor ugyanarra a �ltrációra nézve legyen adaptált. Ezt
biztosítja a feltétel, hogy az X és az Y egy közös �ltrációra nézve alkotnak Poisson-folyamatot.
Ha az X és Y folyamatoknak nincsen közös ugrása, akkor a Fourier-transzformáltak id® szerinti
folytonossága miatt azM és N exponenciális martingáloknak sincsen közös ugrása. Mivel azM és
az N trajektóriái korlátos változásúak és véges szakaszokon a Poisson-folyamatoknak csak véges
számú ugrása van és az ugrások között az M és az N trajektóriái deriválhatóak, ezért

[M,N ](t) =
∑
s

∆M (s) ∆N (s) = 0.

Ebb®l következ®en, ha egy valószín¶séggel a két folyamatnak nincsen közös ugrása, akkor

E(M(t)N(t)) = 1.

A Fourier-transzformáltakkal átszorozva

E(exp(iuX(t) + ivY (t))) = E(exp(iuX(t))) ·E(exp(ivY (t))),

vagyis az együttes Fourier-transzformált az egyedi Fourier-transzformáltak szorzatára bomlik.
Következésképpen, ha az X-nek és az Y -nak a [0, t] szakaszon egy valószín¶séggel nincsen közös
ugrása, akkor az X(t) és az Y (t) független. Megfordítva, megmutatjuk, hogy ha az X(t) és az

24A majorált konvergencia tétel és az X balról való regularitása miatt.
25A számláló korlátos, a nevez® pedig, véges szakszon, egy adott érték felett halad, ugyanis olyan folytonos

függvény, amelyik soha sem nulla.
26Ugyanis a Poisson-eloszlásnak van várható értéke.
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Y (t) függetlenek, akkor az együttes Fourier-transzformáltak szorzat alakra bomlanak. Az egysz-
er¶ség kedvéért nem a Fourier-transzformáltakkal, hanem a Laplace-transzformáltakkal írjuk fel
az exponenciális martingálokat:

M(s, u) $
exp(−sX(u))

E(exp(−sX(u)))

N (s, u) $
exp(−sY (u))

E(exp(−sY (u)))

Ekkor a sztochasztikus integrálok ismét martingálok és a függetlenség miatt

E(M(t)N(t)) = E(M(t)) ·E(N(t)) = 1

következésképpen a fenti gondolatmenet megismétlésével

E([M,N ](t)) = 0.

Könnyen látható, hogy például

∆M(s, r) =
exp(−sX(r))− exp(−sX(r−))

E(exp(−sX(r)))
≤ 0

Így a közös ugrások szorzata nem negatív, így az ugrások szorzatának összegének várható értéke
csak akkor lehet nulla, ha az X és Y folyamatoknak egy valószín¶séggel nincsen közös ugrása.

A bemutatottakkal kapcsolatban két megjegyzést teszünk:

1. Ha az X Poisson-folyamat ugrásainak id®pontja (σn) és az Y ugrásainak id®pontja (2σn), akkor
könnyen látható, hogy nincsen közös ugrásuk, de nem is függetlenek. Ugyanakkor nem is lesznek
egy közös �ltrációra nézve egyszerre Poisson-folyamatok.

2. Érdemes hangsúlyozni, hogy csak az X (t) és Y (t) változók függetlenségét igazoltuk és nem
igazoltuk az X és az Y folyamatok függetlenségét. Az X és Y folyamatokat, de�níció szerint,
függetlennek mondjuk, ha tetsz®leges módon választva a (ti)

N
i=1 és az (sj)

M
j=1 id®pontokat az

(X (ti))i vektor független az (Y (sj))j vektortól. Emlékeztetünk, hogy ez utóbbi azt jelenti, hogy
a két vektor által generált két σ-algebra független. A gondolatmenet némi kiterjesztésével meg-
mutatható, hogy az ugrások egy valószín¶séggel való diszjunktsága szükséges és elegend® feltétele
a folyamatok függetlenségének.

3.5. Függelék: Fourier-transzformáció és függetlenség

A függetlenség a valószín¶ségszámítás egyik legkülönösebb fogalma. A függetlenség sokkal ne-
hezebben kezelhet® fogalom, mint az els® ránézésre látszik. Ennek oka az elemi valószín¶ségszámítás-
ban is hangsúlyozott páronkénti és teljes függetlenség köztieltérés. A függetlenséget legegysz-
er¶bben a Fourier-transzformáció segítségével kezelhetjük.

3.28 De�níció.
Legyen ξ valószín¶ségi változó. A

t ∈ R 7→ ϕ (t) $ E (exp (itξ)) = E (cos tξ) + iE (sin tξ)

függvényt a ξ Fourier-transzformáltjának nevezzük. Ha a ξ eloszlásfüggvénye F, akkor

ϕ (t) =
∫

R
exp (itx) dF (x) =

∫
R

cos txdF (x) + i

∫
R

sin txdF (x) .

Az egydimenziós esettel analóg módon de�niálható a ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξm) vektor változó

ϕ (t) = ϕ (t1, t2, . . . , tm) $

$ E (exp (i (t1ξ1 + t2ξ2 + . . .+ tmξm))) = E (exp (i (t, ξ)))
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Fourier-transzformáltja. A valószín¶ségszámítási irodalomban a Fourier-transzformáció helyett
szokás az eloszlás vagy a valószín¶ségi változó karakterisztikus függvényér®l is beszélni. Ugyanakkor
a karakterisztikus függvény kifejezést szokás a halmazok karakterisztikus függvényére is alkalmazni.
A félreértések elkerülése céljából mi a továbbiakban inkább a Fourier-transzformáció kifejezés fogjuk
használni.

3.29 Példa.
A λ paraméter¶ Poisson-eloszlás Fourier-transzformáltja

ϕ (t) = exp (λ (exp (it)− 1)) .

Valóban

ϕ (t) =
∞∑
k=0

λk

k!
exp (−λ) exp (itk) = exp (−λ)

∞∑
k=0

λk

k!
(exp (it))k =

= exp (λ (exp (it)− 1)) .

2

3.30 Példa.
Az N (0, 1) standard normális eloszlás Fourier-transzformáltja

ϕ (t) = exp
(
− t

2

2

)
.

Tekintsük a

ϕ (t) =
1√
2π

∫
R

exp
(
−x

2

2

)
(cos tx+ i sin tx) dx =

=
1√
2π

∫
R

exp
(
−x

2

2

)
cos txdx

t szerinti deriváltját27, majd a deriváltat parciálisan integrálva x szerint

ϕ′ (t) = − 1√
2π

∫
R

exp
(
−x

2

2

)
x sin txdx =

=
[

1√
2π

exp
(
−x

2

2

)
sin tx

]∞
−∞
−
∫

R

1√
2π

exp
(
−x

2

2

)
t cos txdx =

= −tϕ (t) .

Mivel a Fourier-transzformáció elemi tulajdonságai miatt ϕ (0) = 1, ezért a normális eloszlás
Fourier-transzformáltjának eleget kell tenni a

dϕ

dt
= −tϕ (t) , ϕ (0) = 1 (3.10)

egyenletnek. Közvetlen behelyettesítéssel látható, hogy a ϕ (t) = exp
(
−t2/2

)
eleget tesz a (3.10)

egyenletnek, és a kezdeti érték feladat egyértelm¶ megoldhatósága miatt az exp
(
−t2/2

)
az egyetlen

megoldása az egyenletnek28.
2

A Fourier-transzformáció legfontosabb tulajdonsága, hogy egyértelm¶en jellemzi az eloszlást.

3.31 Tétel. (Unicitási tétel)
Ha a ξ1 és a ξ2 vektorok Fourier-transzformáltjai megegyeznek, akkor az eloszlásaik is megegyeznek.

27Mivel a normális eloszlásnak van várható értéke, ezért ϕ deriválható, és be lehet deriválni az integrál mögé.
28Lineáris di�erenciálegyenlet esetén a megoldás egyértelm¶sége közvetlenül, elemi módon igazolható.
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Bizonyítás: Az állítás a monoton osztály tétel közvetlen következménye: Jelölje L az olyan u
korlátos mérhet® függvények halmazát, amelyekre

E(u(ξ1)) = E(u(ξ2)).

Az L triviálisan λ-rendszer, amely tartalmazza, az exp(i(u,x)) alakú trigonometrikus függvények
π-rendszerét. A monoton osztály tétel miatt az L tartalmazza a trigonometrikus polinomok ál-
tal generált σ-algebra elemeinek karakterisztikus függvényeit. Ez utóbbi σ-algebra megegyezik a
folytonos függvények által generált σ-algebrával29, vagyis a Borel-halmazokkal. Ebb®l következ®en
tetsz®leges B Borel-mérhet® halmazra

P(ξ1 ∈ B) = E(χB(ξ1)) = E(χB(ξ2)) = P(ξ2 ∈ B),

vagyis a két eloszlás valóban megegyezik.
2

3.32 Tétel.
A ξ1 és ξ2 valószín¶ségi vektorok pontosan akkor függetlenek, ha

ϕ = ϕ1 · ϕ2,

ahol ϕ1 a ξ1 és ϕ2 a ξ2 Fourier-transzformáltja, és ϕ a (ξ1, ξ2) közös eloszlásának Fourier-
transzformáltja.

Bizonyítás: Ha a ξ1 és a ξ2 függetlenek, akkor a felbontás teljesül. A fordított irány a monoton
osztály tétel elemi következménye: Rögzítsünk egy v vektort és legyen L az olyan korlátos mérhet®
u függvények halmaza, amelyekre

E(u(ξ1) exp(i(v, ξ2))) = E(u(ξ1)) ·E(exp(i(v, ξ2))).

Az L nyilvánvalóan λ-rendszer, ugyanis tartalmazza a konstans függvényeket, lineáris tér, és ha
un ∈ L és (un) egyenletesen korlátos és un ↗ u, akkor u ∈ L. A feltétel szerint az L tartalmazza
az

u(x) = exp(i(u,x)),

alakú függvényekb®l álló π-rendszert. Így tartalmazza ezen π-rendszer által generált σ-algebra
szerint mérhet® halmazok karakterisztikus függvényeit. Így minden B Borel-mérhet® halmazra

E(χB(ξ1) exp(i(v, ξ2))) = E(χB(ξ1))E(exp(i(v, ξ2))) =
= P(ξ1 ∈ B)E(exp(i(v, ξ2))).

Most legyen L az olyan korlátos és mérhet® v függvények halmaza, amelyekre

E (χB(ξ1)v (ξ2)) = P(ξ1 ∈ B)E(v (ξ2)).

A már bemutatott módon, a monoton osztály tétel segítségével, megmutatható, hogy minden D
Borel-mérhet® halmazra a χD függvény eleme az L rendszernek. Így

P(ξ1 ∈ B, ξ2 ∈ D) = E(χB(ξ1)χD(ξ2)) = P(ξ1 ∈ B)P(ξ2 ∈ D).

Ez de�níció szerint azt jelenti, hogy a ξ1 és a ξ2 vektorok függetlenek.
2

29Ez tulajdonképpen a Weierstrass-féle approximációs tétel.
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3.6. Függelék: A regressziós függvény kiszámolásának egy

fontos esete

Igen gyakran hasznos a következ® állítás:

3.33 Állítás.
Ha ξ és η független változók, A ∈ B

(
R2
)
és

g (y) $ P ((ξ, y) ∈ A) ,

akkor
P ((ξ, η) ∈ A | η) = g (η) .

Általánosabban, ha ξ és η független valószín¶ségi változók, f olyan kétváltozós Borel-mérhet®30

függvény, amelyre létezik az E (f (ξ, η)) véges vagy végtelen várható érték, és

g (y) $ E (f (ξ, y)) ,

akkor
E (f (ξ, η) | η) = g (η) ,

vagy ami ugyanaz

E (f (ξ, η) | η = y) = E (f (ξ, y) | η = y) = E (f (ξ, y)) ,

vagyis a regressziós függvény kiszámolásakor a feltétel behelyettesíthet®, illetve elhagyható.

Bizonyítás: A feltétel szerint az E (f (ξ, η)) létezik. Mivel a ξ és az η függetlenek, az együttes
eloszlásuk éppen a ξ és az η eloszlásainak szorzata, így a Fubini tétel alapján a g az η eloszlása
szerint majdnem mindenhol értelemben jól de�niált. Megjegyezzük, hogy a Fubini-tétel miatt a g
�parciális várható érték� Borel-mérhet®, és éppen az

E (f (ξ, η) | η = y)

regresszíós függvény egy verziója. Nem nehéz belátni, hogy az olyan korlátos f függvények, ame-
lyekre az egyenl®ség teljesül λ-rendszert alkotnak. Ha A $ C ×D egy Borel-mérhet® tégla, akkor
felhasználva, hogy a ξ és az η függetlenek

P ((ξ, η) ∈ A | η) $ E (χC (ξ)χD (η) | η) = χD (η) E (χC (ξ) | η) =
= χD (η) E (χC (ξ)) = χD (η) P (ξ ∈ C) = g (η) ,

vagyis ilyenkor az állítás teljesül. A monoton osztály tétel miatt a mérhet® téglák által generált
B
(
R2
)
σ-algebrára, nézve mérhet® korlátos függvényekre teljesül az összefüggés. A monoton

konvergencia tétellel az összefüggés kiterjeszthet® a nem korlátos, nem negatív függvényekre is.
2

30Ha a ξ és az η nem valós érték¶ leképezések, akkor az f -nek szorzatmérhet®nek kell lenni.



4. fejezet

Sztochasztikus integrálás

A sztochasztikus integrálás célja, hogy kiterjessze az integrál fogalmát korlátos változású folyam-
atokról az úgynevezett szemimartingálokra. A szemimartingálok, de�níció szerint, két folyamat
összegeként írhatóak fel. Az egyik folyamat korlátos változású, a másik folyamat egy úgynevezett
lokális martingál. Mivel a korlátos változású folyamatok szerinti integrálást már tárgyaltuk csak a
lokális martingálok szerinti integrálást kell bemutatni. A sztochasztikus integrálás lényege, hogy az
integrált az Itô�Stieltjes típusú közelít® összegek határértékeként de�niáljuk. Az egyetlen lényeges
különbség az, hogy a határérték, csak a sztochasztikus konvergenciában létezik.

4.1 De�níció. (Itô�Stieltjes-integrál)
Legyen X sztochasztikus folyamat és minden

a = t
(n)
0 < t

(n)
1 < . . . < t(n)

mn = b

felosztáshoz rendeljük hozzá az

In $
∑
k

X
(
t
(n)
k−1

)(
Y
(
t
(n)
k

)
− Y

(
t
(n)
k−1

))
Itô�Stieltjes közelít® összeget. Ha létezik olyan ζ valószín¶ségi változó, hogy minden olyan felosz-
tásra, amelyre

lim
n→∞

max
k

(
t
(n)
k − t(n)

k−1

)
= 0

a közelít® összegek sorozatára sztochasztikus konvergenciában

lim
n→∞

In = ζ,

akkor ezt a közös ζ határértéket az X folyamat Y szerinti Itô�Stieltjes-integráljának mondjuk, és∫ b
a
XdY módon jelöljük.

4.1. Az integrál létezése

Természetesen az els® lényeges kérdés, hogy milyen körülmények között létezik az integrál. Mivel
a pontonkénti konvergenciából következik a sztochasztikus konvergencia ha Y korlátos változású
és az X balról-reguláris, akkor az integrál létezik és megegyezik a trajektóriánként vett Lebesgue�
Stieltjes-integrállal. Tudunk-e mondani azonban más eseteket is vagy sem?
Igen hasznosak a következ® elemi összefüggések:

4.2 Lemma. (Kiemelési szabály)
Legyen ξ integrálható változó és legyen η korlátos1 F-mérhet® változó. Ekkor

E (ηξ | F) = ηE (ξ | F) .
1Általában a korlátosság enyhíthet®. Elegend® feltenni, hogy a ξ és az ηξ integrálható legyen.

49
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Bizonyítás: Vegyük észre, hogy az η korlátossága miatt az ηξ változó is integrálható. Ha η egy
H ∈ F halmaz karakterisztikus függvénye, akkor∫

F

χHξdP =
∫
F∩H

ξdP =
∫
F∩H

E (ξ | F) dP =

=
∫
F

χHE (ξ | F) dP.

Mivel a χHE (ξ | F) szorzat F-mérhet®, ilyenkor az egyenl®ség teljesül. Az egyenl®ség triviálisan
átvihet® lépcs®s függvényekre. Ha ξ ≥ 0, akkor a monoton konvergencia tételével az egyenl®ség
átvihet® minden η ≥ 0 F-mérhet® változóra. Ha ξ tetsz®leges és η ≥ 0 és korlátos, akkor

E (ηξ | F) = E
(
ηξ+ | F

)
−E

(
ηξ− | F

)
=

= ηE
(
ξ+ | F

)
− ηE

(
ξ− | F

)
=

= η
(
E
(
ξ+ | F

)
−E

(
ξ− | F

))
=

= ηE (ξ | F) .

Vegyük észre, hogy ki kellett használni, hogy az ηξ változó integrálható, ugyanis ellenkez® esetben
a számolás els® fele értelmetlen lenne. Az általános eset indoklása analóg.

2

4.3 Lemma. (Martingáltranszformáció)
Legyen M az F �ltrációra nézve diszkrét idej¶ martingál, X az F-re nézve adaptált folyamat. Ha
az

Xk−1 · (Mk −Mk−1) (4.1)

kifejezések integrálhatóak, akkor a

Z0 $ 0, Zn $
n∑
k=1

Xk−1 · (Mk −Mk−1)

sorozat nulla várható értékkel rendelkez® martingál. Speciálisan, ha X egyenletesen korlátos és M
tetsz®leges martingál, akkor a Z is martingál.

Bizonyítás: Kihasználva, hogy a feltétel szerint az Xk−1 ·(Mk −Mk−1) integrálható, a kiemelési
szabály és a teljes várható érték tétele szerint, ha k − 1 ≥ m tetsz®leges n-re

E (Xk−1χ (|Xk−1| ≤ n) (Mk −Mk−1) | Fm) =
= E (E (Xk−1χ (|Xk−1| ≤ n) (Mk −Mk−1) | Fk−1) | Fm) =
= E (Xk−1χ (|Xk−1| ≤ n) E ((Mk −Mk−1) | Fk−1) | Fm) =

= E (Xk−1χ (|Xk−1| ≤ n) · 0 | Fm) = 0.

Mivel a feltétel szerint a (4.1) integrálható használhatjuk a majorált konvergencai tételét, így

E (Xk−1 (Mk −Mk−1) | Fm) = 0,

amib®l a lemma igazolása már evidens.
2

A lemmában szerepl® Z folyamatot martingáltranszformációnak mondjuk. A lemma szerint a
martingáltranszformáció martingál marad, feltéve, hogy a transzformáció eredményeként kapott
sorozat integrálható.

Szükségünk lesz még a következ® azonosságra:
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4.4 Lemma. (Energiaazonosság)
Legyen X egy martingál és tegyük fel, hogy minden t id®pontra az X (t) négyzetesen integrálható.
Ha s < t, akkor

E
(

(X (t)−X (s))2
)

= E
(
X2 (t)

)
−E

(
X2 (s)

)
.

Bizonyítás: A két oldal eltérése

d $ 2 ·E (X (s) · (X (s)−X (t))) .

Ha s < t, akkor a martingál tulajdonság miatt

dn $ 2 ·E (X (s)χ (|X (s)| ≤ n) · (X (s)−X (t))) =
= 2 ·E (E (X (s)χ (|X (s)| ≤ n) · (X (s)−X (t)) | Fs)) =
= 2 ·E (X (s)χ (|X (s)| ≤ n) ·E (X (s)−X (t) | Fs)) =
= 2 ·E (X (s)χ (|X (s)| ≤ n) · 0) = 0.

Mivel X (s) , X (t) ∈ L2 (Ω) ezért az |X (s) · (X (s)−X (t))| integrálható. Így a majorált konver-
gencia tétele alkalmazható mind a két oldalon és

d = lim
n→∞

dn = 0.

A bizonyítás kapcsán érdemes megjegyezni, hogy hasonlóan az el®z® lemma bizonyításához az
egyedüli technikai gondot a kiemelési szabály alkalmazása okozta.

2

4.5 De�níció.
Emlékeztetünk, hogy az M ∈ H2 azt jelenti, hogy az M olyan martingál, amelyre az ‖M(t)‖2
L2 (Ω)-norma a t id®paraméter szerint korlátos.

4.6 Példa.
A Wiener-folyamatok és a kompenzált Poisson-folyamatok véges intervallumokon H2-martingálok.
Azonban a teljes számegyenesen ez nem érvényes.

A következ® tétel a Stieltjes-integrálok létezését kimondó közismert tétel közvetlen álltalánosítása:

4.7 Tétel.
Ha az X adaptált sztochasztikus folyamat az [a, b] véges szakaszon majdnem minden ω-ra folytonos
és M ∈ H2, akkor az X az [a, b]-én M szerint Itô�Stieltjes-integrálható.

Bizonyítás: Az egyszer¶ség kedvéért tegyük fel, hogy az X minden kimenetelre folytonos. A
bizonyítást több lépésre bontjuk:

1. Tegyük fel, hogy |X| ≤ K és legyen
(
t
(n)
k

)
k
az [a, b] szakasz felbontása. Az el®z® lemma alapján

az integrálközelít® összegek

In $
∑
k

X
(
t
(n)
k−1

)(
M
(
t
(n)
k

)
−M

(
t
(n)
k−1

))
sorozat martingál, így a sorozat tagjainak várható értéke nulla. A bizonyítás kulcsa, hogy

‖In‖22 = D2 (In) ≤ K2L, (4.2)

ahol az L rögzített, X-t®l nem függ® determinisztikus konstans. Az energiaazonosság alapján

‖In‖22 =
∑
k

∥∥∥X (t(n)
k−1

)(
M
(
t
(n)
k

)
−M

(
t
(n)
k−1

))∥∥∥2

2
.
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Az energiaazonosság újabb alkalmazásával

‖In‖22 =
∑
k

∥∥∥X (t(n)
k−1

) [
M
(
t
(n)
k

)
−M

(
t
(n)
k−1

)]∥∥∥2

2
≤

≤ K2
∑
k

∥∥∥M (
t
(n)
k

)
−M

(
t
(n)
k−1

)∥∥∥2

2
=

= K2
∑
k

(∥∥∥M (
t
(n)
k

)∥∥∥2

2
−
∥∥∥M (

t
(n)
k−1

)∥∥∥2

2

)
=

= K2
(
‖M (b)‖22 − ‖M (a)‖22

)
,

tehát az M ∈ H2 feltételezés miatt az

L $ ‖M (b)‖22 − ‖M (a)‖22 <∞

de�nícióval érvényes a (4.2).

2. A sztochasztikus konvergenciában minden Cauchy-sorozat konvergens, ezért az integrál kon-
vergenciájának belátásához elegend® megmutatni, hogy az integrálközelít® összegek (In) sorozata
sztochasztikusan Cauchy-sorozat. Tekintsük az In és Im integrálokhoz tartozó felosztások közös
�nomítását. Világos, hogy az In − Im felírható∑

i

(X (si)−X (vi)) (M (ui)−M (ui−1))

módon, ahol az (ui) az [a, b] egy partíciója és minden i-re si, vi ≤ ui−1. Világos, hogy az így
kapott összeg szintén martingál és az L2 (Ω) normájára igaz a korábban bemutatott becslés. (A
K persze az |X (ss)−X (vi)| közül a legnagyobb.) Az In és az Im közelít® összegekhez tartozó
partíciókat elég �nomra véve az si és a vi tetsz®legesen közel kerülhet egymáshoz. AzX trajektóriái
folytonosak, vagyis az [a, b] véges szakaszon egyenletesen is folytonosak, ezért ha δ → 0, akkor
tetsz®leges ω kimenetelre az

U (ω, δ) $ sup
|t−s|≤δ

|X (t, ω)−X (s, ω)|

folytonossági modulus nullához tart. Könnyen látható, hogy az U kiszámolásakor elegend® a
racionális id®pontokat venni, így az U mérhet®. A pontonkénti konvergenciából következik a
sztochasztikus konvergencia, ezért tetsz®leges τ , ε > 0 számokhoz található olyan A halmaz és
δ > 0 szám, hogy P (Ac) < τ, és ha ω ∈ A, akkor U (ω, δ) < ε. Mivel az [a, b] intervallum
felosztása végtelenül �nomodik, ezért tetsz®leges α > 0 számra, elegend®en nagy n,m indexekre
a Csebisev�egyenl®tlenség miatt

P (|In − Im| > α) ≤ P (Ac) + P (A ∩ {|In − Im| > α}) ≤ τ +
ε2L

α2
.

A jobb oldali kifejezés az ε és a τ megválasztásával tetsz®legesen kicsivé tehet®, így az (In) sz-
tochasztikusan Cauchy�sorozat.

3. Megjegyezzük azonban, hogy a bizonyítás pontatlan, ugyanis az XχA függvényhez rendelt
lépcs®s folyamatra nem alkalmazható a (4.2) becslés, ugyanis az így �csonkolt� folyamat nem
feltétlenül adaptált! A gondolatmenet azonban könnyen pontosítható. Ha U (u, ω, δ) jelöli az [a, u]
szakaszon vett folytonossági modulust, akkor evidens módon az (u, ω) 7→ U (u, ω, δ) folytonos2

trajektóriájú adaptált folyamat3. Ha

τ (ω) $ inf {u : U (u, ω, δ) ≥ ε} ∧ b,

akkor a τ megállási id®. Ha ω ∈ A, akkor τ (ω) = b, így az A halmazon Iτn − Iτm = In − Im.
Elegend® az A halmazon való �csonkolás� helyett az Xτ megállított folyamatra4 alkalmazni a (4.2)

2A folytonosság miatt ha az u értékét csak elég kicsit növeljük, akkor az [u, u+ h] szakaszon a trajektória csak
egy kicsit változik.

3Mindig elég a racionális id®pontokat venni.
4A megállított folyamat adaptált lesz.
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becslést és a

P (|In − Im| > α) ≤ P (Ac) + P (A ∩ {|In − Im| > α}) ≤ τ + P (|Iτn − Iτm| > α)

egyenl®tlenséget.
2

4.8 De�níció.
Valamely a t = 0 id®pontban nulla értéket felvev® L folyamatot lokális martingálnak mondunk, ha
megadható olyan megállási id®kb®l álló (τn) úgynevezett lokalizációs sorozat, amelyre τn ↗∞ és az
Lτn megállított folyamatok mindegyike martingál. Hasonlóan egy a nulla pontból induló L folyamat
lokálisan négyzetesen integrálható martingál, ha megadható olyan τn ↗ ∞ lokalizációs sorozat,
amelyre az Lτn négyzetesen integrálható martingál, vagyis amelyre Lτn ∈ H2 minden n-re. Ha
valamely X folyamat X (0)+L alakú, ahol X (0) tetsz®leges F0-mérhet® változó és L a nulla pontból
induló lokális martingál, vagy lokálisan négyzetesen indegrálható martingál, akkor az X folyamatot
lokális martingálnak, illetve lokálisan négyzstesen integrálható martingálnak mondjuk. A lokális
martingálokatMloc a lokálisan négyzetesen integrálható martingálokat H2

loc
módon szokás jelölni5.

4.9 Példa.
Ha w egy Wiener-folyamat, akkor a teljes id®tengelyen w /∈ H2, de w ∈ H2

loc
.

4.10 Állítás.
Ha az X adaptált sztochasztikus folyamat az [a, b] véges szakaszon majdnem minden ω-ra folytonos
és az M lokálisan négyzetesen integrálható martingál, akkor az X az [a, b]-én az M szerint Itô�
Stieltjes-integrálható.

Bizonyítás: Elegend® az el®z® állítás bizonyítását úgy módosítani, hogy az M helyett Mτn -et
írunk és felhasználjuk, hogy a lokalizáció de�níciója alapján tetsz®leges ε > 0 számhoz ha n elég
nagy akkor τn ≥ b egy ε valószín¶ség¶ halmaztól eltekintve. Másképpen ha n elég nagy akkor egy
tetsz®legesen kicsi valószín¶ség¶ halmaztól eltekintve az [a, b] szakaszon azM és azMτn egybeesik.

2

4.11 Állítás.
Ha M folytonos lokális martingál, X folytonos adaptált folyamat, akkor az∫ b

a

XdM

sztochasztikus integrál létezik.

Bizonyítás: Mivel az integrál szempontjából csak azM növekményeik érdekesek, az egyszer¶ség
kedvéért feltehetjük, hogy M (a) = 0. Legyen

τn $ inf{t : |M (t)| ≥ n}.

Az M folytonossága miatt |Mτn | ≤ n, vagyis az M lokálisan korlátos6, így nyilván lokálisan
négyzetesen integrálható, következésképpen alkalmazható az el®z® állítás.

2

Az állítás bizonyításából azonnal következik a következ®:
5A de�níció els® részében a lokális martingáloktól azért követeljük meg, hogy a nulla pontból induljanak ki,

mert a Lτn (t) $ L (t ∧ τn) megállított folyamat de�níciójával a t = 0 pontban a lokális martingálokat nem tudjuk
módosítani. Ezt elkerülend® használhatnánk az Xτn (t) = χ (τn > 0)X (t ∧ τn) de�níciót is, amely segítségével
a t = 0 id®pontban is �le tudnánk vágni� a lokális martingálok értékét. (Pl. σn (ω) $ ∞, ha |X (0, ω)| ≤ n
és minden más esetben σn (ω) $ 0 és a τn helyet vehetnénk a ρn $ σn ∧ τn megállási id®t.) A probléma
azonban érdektelen, ugyanis csak sztochasztikus integrálokra akarjuk a lokális martingálok fogalmát alkalmazni
és a sztochasztikus integrálok a t = 0 pontban mindig nullák, így a két de�níció egybeesik és ezért célszer¶ az
egyszer¶bbet és kézenfekv®bbet alkalmazni.

6Vegyük észre, hogy itt kihasználtuk, hogy az egyszer¶ség kedvéért feltettük, hogy azM (a) = 0, hiszen ellenkez®
esetben a becslés esetleg nem teljesülne, ha az M már eleve nagyobb lenne az a pontban mint n. De ennek nincsen
jelent®sége, ugyanis az M és az M −M (a) szerinti integrálok megegyeznek.
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4.12 Állítás.
Minden folytonos lokális martingál lokálisan négyzetesen integrálható.

Érdemes hangsúlyozni, hogy mivel az Itô�Stieltjes sztochasztikus integrál csak mint valószín¶ségi
változó értelmes, ezért az értéke csak majdnem mindenhol de�niálható. Éppen ezért az

∫ b
a
XdM

valószín¶ségi változó Fb-mérhet®sége csak akkor garantálható, ha az Fb tartalmazza a nullmérték¶
halmazokat. Nem világos továbbá, hogy létezik-e olyan sztochasztikus folyamat, amely értéke
minden t id®pontban éppen az

∫ t
0
XdM sztochasztikus integrál. Éppen ezért az alábbi állítás nem

nyilvánvaló:

4.13 Állítás.
Tegyük fel, hogy teljesülnek a szokásos feltételek. Ha az X folytonos valamint adaptált folyamat és
az M lokálisan négyzetesen integrálható martingál, akkor létezik olyan lokális martingál, amelyet
X •M -mel fogunk jelölni, amelyre tetsz®leges t esetén

(X •M) (t) m.m.=
∫ t

0

XdM.

Ha az X egyenletesen korlátos és az M négyzetesen integrálható, akkor az X •M nem csak lokális
martingál lesz, hanem martingál is. Ha az M folytonos, akkor az X •M folytonos.

Az elmondottak alapján folytonos és adaptált integrandus esetén a sztochasztikus integrál két
esetben de�niálható: Egyrészt ha az integrátor korlátos változású, másrészt ha az integrátor
lokálisan négyzetesen integrálható martingál. Az els® esetben az Itô�Stieltjes-féle közelít® összegek
kimenetelenként konvergálnak, a második esetben pedig sztochasztikusan. Mivel a kimenete-
lenkénti konvergenciából következik a sztochasztikus konvergencia, így mind a két esetben a
közelít® összegek konvergálnak a sztochasztikus konvergencia által generált topológia szerint. Em-
lékeztetünk, hogy ha két sorozat sztochasztikusan konvergens, akkor az összegük is konvergens és
a határérték éppen a határértékek összege. Ebb®l következ®en, ha az Y integrátor felbontható
Y = Y (0) + L + V módon és az X integrandus adaptált és folytonos, akkor Itô�Stieltjes-féle
közelít® összegek konvergálnak. Ez indokolja a következ® de�níciót:

4.14 De�níció.
Ha az S folyamat felbontható S = S (0)+L+V módon, ahol az L lokálisan négyzetesen integrálható
martingál és a V véges változású adaptált folyamat, akkor az S folyamatot szemimartingálnak
mondjuk.

A szemimartingálok de�níciója alapján érvényes a következ® tétel:

4.15 Tétel.
Ha az X adaptált sztochasztikus folyamat az [a, b] véges szakaszon majdnem minden ω-ra folytonos
és az Y szemimartingál, akkor az X az [a, b]-én az S szerint Itô�Stieltjes-integrálható.

A szemimartingálok osztályát meglehet®sen formálisan de�niáltuk. A de�nícióból az sem vilá-
gos, hogy minden lokális martingál szemimartingál-e. A folytonos lokális martingálok lokálisan
négyzetesen integrálhatóak, de mit lehet mondani a nem folytonos lokális martingálokról? Nem
egyszer¶ annak igazolása, hogy ha valamely S folyamat egy lokális martingál és egy adaptált
véges változású folyamat összege, akkor az S szemimartingál7. Ebb®l speciálisan az is következik,
hogy minden L lokális martingál és tetsz®leges X folytonos adaptált folyamat esetén értelmes az
X •L sztochasztikus integrál és az integrál az Itô�Stieltjes-féle közelít® összegek határértéke, ahol
a konvergencia a sztochasztikus konvergenciában értend®. Ezen állítások igazolása igen messze
vezetne.

7Az érdekes eset annak igazolása, hogy minden lokális martingál felbontható két lokális martingál összegére. Az
egyik eleme a H2

loc
térnek, a másik pedig korlátos változású. Mivel a korlátos változú, folytonos lokális martingálok

konstansok a második tag nyilván nem folytonos. Hangsúlyozni kell, hogy az idevágú tételek igazolása egyrészt
nehéz, másrészt a területtel ismerked®k számára szükségtelen.
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4.2. A sztochasztikus integrál tulajdonságai

Mivel a sztochasztikus integrált az Itô�Stieltjes-féle közelít® összegek határértékeként de�niáltuk a
parciális integrálás formulája kézenfekv® módon átvihet® véges változású folyamatokról szemimart-
ingálokra. Mivel azonban a sztochasztikus integrált csak folytonos integrandus esetén értelmeztük
fel kell tételezni, hogy a formulában szerepl® két folyamat folytonos8 szemimartingál.

4.16 Tétel. (Parciális integrálás)
Ha X és Y folytonos szemimartingálok, akkor tetsz®leges t id®pont esetén

X (t)Y (t)−X (0)Y (0) =
∫ t

0

XdY +
∫ t

0

Y dX + [X,Y ] (t) ,

ahol [X,Y ] a két szemimartingál kvadratikus keresztvariációja. A keresztvariáció a t id®pontban
az ∑

i

(
X
(
t
(n)
i ∧ t

)
−X

(
t
(n)
i−1 ∧ t

))(
Y
(
t
(n)
i ∧ t

)
− Y

(
t
(n)
i−1 ∧ t

))
közelít® összegek sztochasztikus konvergenciában vett határértéke. Ilyenkor az [X,Y ] szintén folytonos.

Megjegyezzük, hogy a tétel igazolása szinte szó szerint megegyezik a korlátos változású esetben
bemutatottal: Ha az integrálokra, illetve a kvadratikus variációra felírjuk a közelít® kifejezéseket,
elemi számolással látható. hogy azonosságot kapunk. Ha a felbontást �nomítjuk, akkor az in-
tegrálok konvergensek, így a keresztvariációt de�niáló szorzatösszeg is konvergens és a formula
fennáll. Ismételten hangsúlyozni kell, hogy az integrálok csak sztochasztikus konvergenciában
léteznek, így a keresztvariáció is csak sztochasztikus konvergenciában létezik. Ebb®l következ®en
a keresztvariáció automatikusan nem de�niál egy folyamatot, hanem csak valószín¶ségi változók
egy indexelt halmazát. Mivel azonban az integráloknak létezik sztochasztikus folyamat verziója,
a kvadratikus keresztvariációnak is létezik sztochasztikus folyamat verziója. Mivel folytonos inte-
grátor esetén a sztochasztikus integrálnak van folytonos verziója, ezért a keresztvariációnak is van
folytonos verziója.

Természetesen most is hangsúlyozni kell, hogy bizonyos értelemben a parciális integrálás formulája
semmitmondó, ugyanis éppen minden úgy van de�niálva, hogy a formula teljesüljön. Vagyis
némi túlzással azt is mondhatjuk, hogy a formula de�níció szerint teljesül. A formula súlyát az
adja, hogy nagyon sok esetben a kvadratikus variációt ki tudjuk számolni, illetve igen gyakran
a sztochasztikus integrálok várható értékét9 is ki tudjuk számolni. Éppen ezért az alábbi példa
alapvet® jelent®ség¶.

4.17 Példa.
A Wiener-folyamat kvadratikus variációja a [0, t] intervallumon éppen t.

Legyen w egy Wiener-folyamat és legyen
(
t
(n)
k

)
az [a, b] szakasz egy partíciója. Ha ∆w

(
t
(n)
k

)
$

w
(
t
(n)
k

)
− w

(
t
(n)
k−1

)
, akkor a Wiener-folyamat de�níciója alapján

E

(∑
k

(
∆w

(
t
(n)
k

))2
)

=
∑
k

D2
(

∆w
(
t
(n)
k

))
=
∑
k

(tk − tk−1) = b− a.

8Valójában erre nincsen szükség, de az egyszer¶ség kedvéért csak azt az esetet tárgyaljuk.
9A sztochasztikus integrálok eloszlásának kiszámolására általában nincsen remény. Általában azt tudjuk tenni,

hogy megmutatjuk, hogy valódi martingálok és így a várható értékük nulla. Erre kés®bb számos példát fogunk
látni.
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A w független növekmény¶ és a növekmények várható értéke nulla, ezért, ha a
(
t
(n)
k

)
felosztás

�nomsága nullához tart, akkor∥∥∥∥∥∑
k

(
∆w

(
t
(n)
k

))2

− (b− a)

∥∥∥∥∥
2

2

= D2

(∑
k

(
∆w

(
t
(n)
k

))2
)

=

=
∑
k

D2

((
∆w

(
t
(n)
k

))2
)
≤

≤ E
((

∆w
(
t
(n)
k

))4
)

=

= E
(

(N (0, 1))4
)(√

t
(n)
k − t(n)

k−1

)4

=

=
∑
k

3 ·
(
t
(n)
k − t(n)

k−1

)2

≤

≤ 3 · (b− a) ·max
k

(
t
(n)
k − t(n)

k−1

)
→ 0.

Vegyük észre, hogy a számolás során kihasználtuk, hogy a standard normális eloszlás negyedik
momentuma éppen 3. Valóban

1√
2π

∫ ∞
−∞

x4 exp
(
−x

2

2

)
dx =

2√
2π

∫ ∞
0

x4 exp
(
−x

2

2

)
dx =

=
2√
2π

∫ ∞
0

4y2 exp (−y)
1√
2y
dy =

=
4√
π

∫ ∞
0

y3/2 exp (−y) dy =

=
4√
π

Γ
(

5
2

)
=

4√
π

3
2

1
2

Γ
(

1
2

)
= 3.

Mivel az L2 (Ω)-ban való konvergenciából következik a sztochasztikus konvergencia ezért a w
kvadratikus variációja az [a, b] szakaszon éppen b− a.

2

További kvadratikus variációk kiszámolását teszi lehet®vé az úgynevezett polaritási formula.

4.18 Állítás. (Polaritási formula)
Ha L tetsz®leges lokális martingál, akkor [X • L] = X2 • [L] . Hasonlóan, ha M és N két lokális
martingál, akkor

[X •M,Y •N ] = XY • [M,N ] .

A formula bizonyítása nagyon messze vezetne, itt csak egy heurisztikus indoklást mutatunk be: A
kvadratikus variáció de�níciója alapján

[X • L] ≈
∑
k

((X • L) (tk)− (X • L) (tk−1))2
.

A sztochasztikus integrál a közelít® összegek határértéke, így egy igen kicsi intervallumon az inte-
grál megváltozása éppen egy darab közelít® �téglalap� vagyis éppen X (tk−1) (L (tk)− L (tk−1)) .
Tehát

[X • L] ≈
∑
k

(X (tk−1) (L (tk)− L (tk−1)))2 =

=
∑
k

X (tk−1)2 (L (tk)− L (tk−1))2
.
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Ugyanakkor az (L (tk)− L (tk−1))2 éppen a [L] kvadratikus variáció növekményének egy közelítése,
így

[X • L] ≈
∑
k

X (tk−1)2 ([L] (tk)− [L] (tk−1)) .

Vegyük észre, hogy ez a szorzatösszeg éppen az X2 • [L] integrál egy közelít® összege, amib®l a
polaritási formula már �világos�. Hasonlóan kell igazolni az általános formulát:

[X •M,Y •N ] ≈
∑
k

∆ (X •M) (tk) ∆ (Y •N) (tk) =

=
∑
k

X (tk−1) ∆M (tk)Y (tk−1) ∆N (tk) =

=
∑
k

X (tk−1)Y (tk−1) ∆N (tk) ∆M (tk) =

=
∑
k

X (tk−1)Y (tk−1) ∆ [N,M ] (tk) ≈

≈ XY • [N,M ] .

A polaritási formula mellett a másik fontos integrálási szabály az asszociativitási szabály. Tegyük
fel, hogy S (u) $

∫ u
0
X (s) dM (s) , és tekintsük az

∫ t
0
Y (u) dS (u) integrált. Mivel az integrál a

közelít® összegek határértéke, ezért∫ t

0

Y (u) dS (u) ≈
∑
k

Y (uk−1) ∆S (uk) .

A már látott gondolatmenettel egyez® módon az S (u) integrálfüggvény ∆S (uk) növekményei az
S alakja miatt közelíthet®ek az

X (uk−1) ∆M (uk)

�téglalapokkal�, így∫ t

0

Y (u) dS (u) ≈
∑
k

Y (uk−1)X (uk−1) ∆M (uk) ≈
∫ t

0

Y (u)X (u) dM (u) .

Másképpen fogalmazva integrálfüggvény szerinti integrálás esetén a két integrál elvégzésének sor-
rendje �csoportosítható�.

4.19 Állítás. (Asszociativitási szabály)
Tegyük fel, hogy a Z $ X •M sztochasztikus integrál létezik. Az Y • Z sztochasztikus integrál
pontosan akkor létezik, ha létezik az XY • M integrál és érvényes a következ® asszociativitási
formula:

Y • (X •M) = (Y X) •M.

A sztochasztikus folyamatok irodalomban gyakran minden további említés nélkül használni szokás
a formulát. Ha az integrálokat di�erenciális formában írjuk fel és dS = XdM, akkor az

(Y • S) (t) $
∫ t

0

Y (u) dS (u)

integrál az
Y dS = Y (XdM) = (Y X) dM

formális szabály szerint alakítható, vagyis formálisan a di�erenciális alakban felírt kifejezés átzáró-
jelezhet®. Vegyük észre, hogy a formula érvényes minden fajta integrálra, így a Stieltjes- vagy az
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absztrak mérték szerinti integrálokra egyaránt használható. Emlékeztettünk, ha valamely G sú-
lyfüggvény deriválható és a G deriváltja, g, a G s¶r¶ségfüggvénye10, akkor∫ b

a

f (x) dG (x) =
∫ b

a

f (x) g (x) dx.

Ezt a formulát szokás a várható értékek, illetve a különböz® momentumok kiszámolására használni
az elemi valószín¶ségszámításban. Vegyük észre, hogy az asszociativitási szabály éppen ennek
a s¶r¶ségfüggvényre vonatkozó alapvet® formulának az általánosítása sztochasztikus integrálok
esetére.

A sztochasztikus integrál egy további fontos tulajdonsága a következ®:

4.20 Állítás. (Megállítási szabály)
Ha az X •M sztochasztikus integrál létezik és τ tetsz®leges megállási id®, akkor

(X •M)τ = X •Mτ .

A formula tartalma ismét nyilvánvaló. Ha az M integrátort megállítjuk a τ id®pontban, akkor a
τ után az M növekményei már nullák, ugyanis az M a τ id®pont után konstans. Így az X •M a
τ után már nem n®, vagyis az így kapott integrál éppen az (X •M)τ .

Végezetül nyomatékosan hangsúlyozni kell, hogy az alfejezetben tárgyalt számolási szabályokat
nem igazoltuk, csak elmagyaráztuk. A pontos formális igazolások igen messze vezetnek.

4.3. Mikor lesz a sztochasztikus integrál martingál?

A sztochasztikus analízis legf®bb technikai problémája éppen a jelen alfejezet címe: Mikor lesz
egy lokális martingál valódi martingál? A kérdés természetesen f®leg azért érdekes, mert tudni
szeretnénk, hogy egy sztochasztikus integrál mikor lesz martingál, ugyanis ilyenkor a várható
értéke nulla lesz minden t-re. Az alábbiakban számtalanszor fogunk szembesülni avval, hogy egy
sztochasztikus integrálról szeretnénk tudni, hogy a várható értéke nulla vagy sem. Általában sajnos
nem, csak akkor, ha tudjuk, hogy valódi martingál. Ha L lokális martingál és (τn) a megfelel®
lokalizációs sorozat, akkor

E(Lτn(t)|Fs) = E(L(t ∧ τn)|Fs) = L(s ∧ τn) = Lτn(s).

valahányszor t > s. Ha n↗∞, akkor mivel a lokalizáció de�níciója miatt τn ↗∞, ezért

lim
n→∞

Lτm (s) = L (s) .

A kérdés csak az, hogy az egyenl®ség másik oldalán mikor vihet® be a feltételes várható értékbe
a határérték. Erre számos általános tétel ismert, a legegyszer¶bb talán, ha az L(t)-nek t-szerint
van integrálható majoránsa. Az integrálható majoráns létezésének szükséges és elegend® feltétele,
hogy a

sup
t
|L (t)|

változó integrálható legyen. Erre vonatkozóan hasznos az úgynevezett Davis-féle egyenl®tlen-
ség, amely a supt |L (t)| integrálhatóságának szükséges és elegend® feltételét adja meg a folyamat
kvadratikus variációjának segítségével:

4.21 Állítás.
Vannak olyan c és C univerzális konstansok, hogy tetsz®leges L lokális martingál és τ megállási
id® esetén

c
∥∥∥√[L] (τ)

∥∥∥
1
≤
∥∥∥∥sup
t≤τ
|L (t)|

∥∥∥∥
1

≤ C
∥∥∥√[L] (τ)

∥∥∥
1
,

ahol a norma a megfelel® változók L1 (Ω) térben vett normáját jelöli.
10Vagyis ha G (x) =

∫ x
0 g (u) du.
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4.22 De�níció.
De�níció szerint X ∈ L2 (M) , ha

E
(∫ ∞

0

X2d [M ]
)
<∞.

Vegyük észre, hogy a bels® integrál egy monoton növeked® folyamat, az [M ] , szerinti trajektóriánkénti
integrálja egy nem negatív folyamatnak. Vagyis minden ω kimenetelre ki kell számolni egy-egy in-
tegrált és az így kapott valószín¶ségi változónak kell venni a várható értékét. Természetesen az R+

id®tengely helyett tetsz®leges más intervallum is írható. Ilyenkor az integrálokat az adott id®sza-
kaszra kell kiszámolni.

A Davis-egyenl®tlenség fontos következménye a következ®:

4.23 Állítás.
Ha M tetsz®leges lokális martingál és X ∈ L2 (M), akkor az X •M sztochasztikus integrál mart-
ingál.

Bizonyítás: A Davis-egyenl®tlenség szerint az X •M sztochasztikus integrálnak pontosan akkor
van integrálható majoránsa, ha ∥∥∥√[X •M ] (∞)

∥∥∥
1
<∞.

A polaritási formula és a Jensen-egyenl®tlenség szerint:

E
(√

[X •M ] (∞)
)
≤

√
E ([X •M ] (∞)) ≤

≤
√

E (X2 • [M ] (∞)) $

$

√
E
(∫ ∞

0

X2d [M ]
)
<∞.

2

4.24 Példa.
Ha w Wiener-folyamat, akkor az exp(w) • w sztochasztikus integrál martingál.

Elég megmutatni, hogy tetsz®leges véges szakaszon az exp(w) • w martingál. Ehhez azonban
elegend®, hogy tetsz®leges [0, t] szakaszon exp (w) ∈ L2 (w) . Emlékeztetünk, hogy a w kvadratikus
variációja éppen [w] (s) = s, így

E
(∫ t

0

(exp (w (s)))2
ds

)
= E

(∫ t

0

exp (2w (s)) ds
)

=

=
∫ t

0

E (exp (2w (s))) ds =

=
∫ t

0

exp

(
(2
√
s)2

2

)
ds <∞,

ahol természetesen az utolsó sorban felhasználtuk a lognormális eloszlás várható értékére vonatkozó
formulát, illetve azt, hogy a w (s) eloszlása N

(
0,
√
t
)
.

2



5. fejezet

Itô-formula

A sztochasztikus analízis legfontosabb összefüggése az Itô-formula. Mindazt, amit idáig tanultunk
tekinthetjük a formulához kapcsolódó el®tanulmányoknak.

5.1 Tétel. (Itô-formula)
Ha F kétszer folytonosan deriválható n-változós függvény, és (Xk)nk=1 folytonos szemimartingálok,
akkor tetsz®leges t id®pontra

F (X (t))− F (X (0)) =
n∑
k=1

∫ t

0

∂F

∂xk
(X (s)) dXk (s) +

+
1
2

∑
i,j

∫ t

0

∂2F

∂xi∂xj
(X (s)) d [Xi, Xj ] (s) .

A formulának számos olvasata van. El®ször tegyük fel, hogy az X egy lokális martingál. Ha F egy
kétszer folytonosan deriválható függvény, akkor az F (X) szintén sztochasztikus folyamat, amely
értéke egy (t, ω) pontban éppen F (X (t, ω)) . A formula szerint ez a transzformált sztochasztikus
folyamat két folyamat összegére bontható. Az els®, mivel az X most egy lokális martingál, egy
lokális martingál szerinti sztochasztikus integrál, vagyis egy lokális martingál. A második egy véges
változású folyamat, az [X] , szerinti sztochasztikus integrál, vagyis egy véges változású folyamat.
Vagyis az F (X) transzformált folyamat egy lokális martingál és egy véges változású tag összegére
bontható, vagyis egy szemimartingál. Másképpen az Itô-formula szerint egy lokális martingál
kétszer folytonosan deriválható függvénye szemimartingál. Ha az X szemimartingál, akkor az X
szerinti sztochasztikus integrál, de�níció szerint, az X lokális martingál része szerinti integrál és
az X véges változású része szerinti integrál összege. Vagyis egy lokális martingál és egy véges
változású folyamat összege, vagyis az els® sztochasztikus integrál egy szemimartingál. Ehhez
kell hozzáadni a másodrend¶ tagokból álló véges változású folyamatot, így az F (X) biztosan
szemimartingál. Így az Itô-formula éppen azt mondja, hogy a szemimartingálok osztálya zárt a
kétszer folytonosan deriválható függvényekkel való transzformációra nézve. Egyúttal a formula
megadja a transzformáció során kapott szemimartingál felbontását is.

5.1. Másodrend¶ közelítések, kvadratikus variáció

A bizonyítás nagyon messze vezetne, de azért némi indoklást célszer¶ adni. Világos, hogy valami
fajta Newton�Leibniz-szabályról van szó. Próbáljuk meg el®ször így igazolni. Rögzítsünk egy [a, b]
szakaszt és vegyük a szakasz egy (tk) particíóját. Tekintsük az

F (X (b))− F (X (a)) =
∑
k

(F (X (tk))− F (X (tk−1)))

60
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teleszkópikus felbontást. A közönséges Newton-Leibniz-szabály esetén az

F (X (tk+1))− F (X (tk)) ≈ F ′ (X (τk)) (X (tk+1)−X (tk)) =

=
n∑
i=1

∂F

∂xi
(X (τk)) (Xi (tk+1)−Xi (tk))

közelítéssel élünk1. Vegyük észre, hogy az így kapott

∑
k

n∑
i=1

∂F

∂xi
(X (τk)) (Xi (tk)−Xi (tk−1))

összeg általában nem konvergál a megfelel® sztochasztikus integrálokhoz, ugyanis a τk közelít®
pontokat nem a [tk−1, tk] szakaszok kezd®pontjának kaptuk, márpedig a közelít® összeg csak akkor
konvergál a sztochasztikus integrálhoz, ha τk = tk−1. A teleszkopikus összeget becsülhetnénk
másképpen is. Ennek a klasszikus esetben nincs értelme, most azonban célszer¶, ha a Taylor-
formula által biztosított

F ′ (X (tk−1)) (X (tk)−X (tk−1)) +
1
2
F ′′ (X (τk)) (X (tk)−X (tk−1))

másodrend¶ közelítéssel élünk. Emlékeztetünk, hogy a második derivált egy kvadratikus alak, így
az X (τk) pontban vett F ′′ második derivált az X (tk)−X (tk−1) helyen éppen

(X (tk)−X (tk−1))T ·H · (X (tk)−X (tk−1))

módon írható, ahol

H $

(
∂2F

∂xi∂xj
(X (τk))

)
a második parciális deriváltakból álló úgynevezett Hesse-mátrix. Tehát a másodrend¶ tag

n∑
j=1

n∑
i=1

∂2F

∂xi∂xj
(X (τk)) ∆Xi (tk) ∆Xj (tk) .

A Taylor-formula szerint a másodrend¶ tagban lev® τk továbbra is a [tk−1, tk] egy alkalmas köztes
pontja, de a köztes τk az els®rend¶ tagban nem szerepel csak a másodrend¶ tagban. Az els®rend¶
közelítés éppen az ∫ b

a

F ′ (X) dX =
n∑
i=1

∫ b

a

∂F

∂xi
(X) dXi

sztochasztikus integrálokhoz tart. Mivel a keresztvariáció növekményének becslése alapján

∆Xi (tk) ∆Xj (tk) ≈ ∆ [Xi, Xj ] (tk)

ezért
∂2F

∂xi∂xj
(X (τk)) ∆Xi (tk) ∆Xj (tk) ≈

∂2F

∂xi∂xj
(X (τk)) ∆ [Xi, Xj (tk)] ,

tehát ∑
k

∂2F

∂xi∂xj
(X (τk)) ∆Xi (tk) ∆Xj (tk) ≈

∑
k

∂2F

∂xi∂xj
(X (τk)) ∆ [Xi, Xj ] (tk)

→
∫ b

a

∂2F

∂xi∂xj
(X (t)) d [Xi, Xj ] (t) .

1Ügyeljünk a többváltozós függvények deriválási szabályára. A többváltozós függvények deriváltja sorvektor.
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Vegyük észre, hogy a másodrend¶ tagokból képzett integrál a négyzetes keresztvariáció szerint
képzett integrál, vagyis közönséges Stieltjes-integrál, így az a tény, hogy a τk nem az intervallum
kezd®pontja nem okoz gondot.

Az Itô-formula a Newton�Leibniz-szabály általánosítása. A két formula különbsége a másodrend¶
tagokban van. A klasszikus analízisben a másodrend¶ tagok értéke nulla lenne, ugyanis ha egy F
függvény kétszer folytonosan deriválható, akkor az F ′′ folytonos függvény az [a, b] véges szakaszon
korlátos, tehát∣∣∣∣∣12 ∑

k

F ′′ (τk) (tk − tk−1)2

∣∣∣∣∣ ≤ 1
2
K
∑
k

(tk − tk−1)2 ≤

≤ 1
2
K max

k
|tk − tk−1|

∑
k

(tk − tk−1) =

=
1
2
K max

k
|tk − tk−1| (b− a)→ 0.

5.2. Itô-formula id®t®l függ® transzformációs függvény es-

etén

A többdimenziós Itô-formula speciális esete amikor Y (s) $ F (s,X (s)), ahol az F egy kétváltozós,
kétszer folytonosan deriválható függvény. Az Itô-formula szerint

Y (b)− Y (a) = F (b,X (b))− F (a,X (a)) =

=
∫ b

a

∂F

∂s
(s,X (s)) ds+

∫ b

a

∂F

∂x
(s,X (s)) dX (s) +

+
1
2

∫ b

a

∂2F

∂s2
(s,X (s)) d [s] +

1
2

∫ b

a

∂2F

∂x2
(s,X (s)) d [X] (s) +

+
∫ b

a

∂2F

∂s∂x
(s,X (s)) d [s,X] (s) .

Könnyen belátható, hogy tetsz®leges véges [a, b] szakaszon [s] = 0. Valóban, triviális módon∑
k

(
s

(n)
k − s(n)

k−1

)2

≤ max
k

∣∣∣s(n)
k − s(n)

k−1

∣∣∣∑
k

∣∣∣s(n)
k − s(n)

k−1

∣∣∣ .
Az összeg éppen b− a. Mivel a felbontás �nomsága de�níció szerint nulláhozt tart a növekmények
négyzetes összege nullához tart. A keresztvariáció szintén nulla, ugyanis az X trajektóriáinak
folytonossága miatt

|[s,X] (t)| ≈

∣∣∣∣∣∑
k

(sk − sk−1) (X (sk)−X (sk−1))

∣∣∣∣∣ ≤
≤ t ·max

k
|X (sk)−X (sk−1)| → 0.

A másodrend¶ tagban tehát három tényez®2 elhagyható, így

F (b,X (b))− F (a,X (a)) =
∫ b

a

∂F

∂s
(s,X (s)) ds+

∫ b

a

∂F

∂x
(s,X (s)) dX (s) +

+
1
2

∫ b

a

∂2F

∂x2
(s,X (s)) d [X] (s) .

2A vegyes deriváltakat tartalmazó tag ugyanis kétszer szerepel az összegben.
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5.3. Az Itô-formula és a parciális integrálás formulája

A formula jobb megértése céljából érdemes megvizsgálni a parciális integrálás formulája és az
Itô-formula kapcsolatát. Egyrészt az Itô-formulából következik a parciális integrálás formulája:
Ha F (x, y) $ xy, akkor alkalmazható az Itô-formula. Mivel ∂F/∂y = x, ∂F/∂x = y, a két
másodrend¶ parciális derivált nulla, valamint a vegyes parciális derivált éppen 1, ezért

F (X (b) , Y (b))− F (X (a) , Y (a)) =
= X (b)Y (b)−X (a)Y (a) =∫ b

a

XdY +
∫ b

a

Y dX + 2
1
2

∫ b

a

1d [X,Y ] ,

amib®l a parciális integrálás formulája evidens.

Valamivel érdekesebb a fordított irányú kapcsolat. Az Itô-formula egyik igen elegáns bizonyítása
arra épül, hogy a parciális integrálás formulájával belátjuk az Itô-formulát polinómokra, majd az
F függvényt és deriváltjait egyenletesen megközelítjük polinómokkal, illetve a polinóm, megfelel®
deriváltjaival. Bár els® hallásra nem t¶nik egyszer¶nek, és a bizonyítás második fele némikép-
pen technikás, mégis ez a bizonyítás, bármilyen meglep® is, tisztább és egyszer¶bb és jóval át-
tekinthet®bb mint a Taylor-formulára alapozott. A bizonyításból csak az egy változós polinómokra
való esetet mutatjuk be. Könnyen látható, hogy az Itô-formula lineáris, vagyis ha igaz egy F és egy
G függvényre, akkor igaz az F + G függvényre is. Elegend® tehát a formulát csak az F (x) = xn

alakú polinómokra igazolni. Ezt indukcióval végezhetjük el. Ha n = 0, akkor xn ≡ 1, és a formula
triviálisan igazolható. Ugyancsak triviális az n = 1 eset. Ilyenkor a formula az

X (b)−X (a) =
∫ b

a

1dX +
1
2

∫ b

a

0d [X]

azonosságra egyszer¶södik. Ha n = 2, akkor a formula éppen

X2 (b)−X2 (a) = 2
∫ b

a

XdX + [X] ,

ami a parciális integrálás formulából evidens. Tegyük fel, hogy az állítást már egy n-re igazoltuk,
vagyis tegyük fel, hogy az

Xn −Xn (0) = nXn−1 •X +
n (n− 1)

2
Xn−2 • [X]

egyenl®séget már beláttuk. Az Xn+1 = Xn · X szereposztással alkalmazva a parciális integrálás
formuláját

Xn+1 −Xn+1 (0) = Xn •X +X •Xn + [Xn, X] .

Az Xn képletét beírva az X •Xn integrálba az asszociativitási szabály alapján

X •Xn = nXXn−1 •X +
n (n− 1)

2
XXn−2 • [X] .

A polaritási formula szerint

[Xn, X] = nXn−1 • [X] +
n (n− 1)

2
Xn−2 • [[X] , X] .

Vegyük észre, hogy az [X] korlátos változású az X folytonos, ezért a második integrál integrátora
nulla, így csak az els® tag marad, vagyis

[Xn, X] = nXn−1 • [X] .
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A két képletet a parciális integrálás formulájába visszaírva a jobb oldal

(n+ 1)Xn •X +
n (n− 1)

2
Xn−1 • [X] + nXn−1 • [X]

amely éppen

(n+ 1)Xn •X +
n(n− 1) + 2n

2
Xn−1 • [X]

ami pedig

(n+ 1)Xn •X +
n ((n− 1) + 2)

2
Xn−1 • [X]

vagyis éppen a formula n+ 1 kitev®re.

5.4. A formula néhány alkalmazása

A formula számtalan alkalmazása közül csak néhányat mutatunk be:

5.2 Példa.
Normális eloszlás karakterisztikus függvénye Itô-formulával.

Elegend® kiszámolni az N (0, 1) karakterisztikus függvényét. A z 7→ exp (itz) kifejezés mint kom-
plexb®l komplexbe ható leképezés tekinthet® R2 → R2 kétszer deriválható függvénynek. Külön
alkalmazva a formulát a valós és a komplex részre az Itô-formula alapján

exp (itw (s))− exp (itw (0)) = it

∫ s

0

exp (itw (u)) dw (u) +

+
1
2

(it)2
∫ t

0

exp (itw (u)) d [w (u)] .

A két oldalon várható értéket véve:

E (exp (itw (s)))− 1 = −1
2
t2E

(∫ s

0

exp (itw (u)) du
)
.

A két integrált felcserélve

E (exp (itw (s)))− 1 = −1
2
t2
∫ s

0

E (exp (itw (u))) du.

Deriválva az
d

ds
E (exp (itw (s))) = −1

2
t2E (exp (itw (s))) .

Az egyenletet megoldva

E (exp (itw (s))) = exp
(
− t

2

2
s

)
.

Ha s = 1, akkor w (s) eloszlása N (0, 1) , így

ϕ (t) = exp
(
− t

2

2

)
.

Ha a komplex számokat el akarjuk kerülni, akkor az Itô-formulát a w 7→ cos tw és w 7→ sin tw
szereposztásokkal kell alkalmazni, majd a két oldal várható értékét venni. Minden esetben ki
kell használni, hogy a sztochasztikus integrálok valódi martingálok, ugyanis az integrandusok
korlátosak.

2
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5.3 Példa.
L2-ben korlátos lokális martingál, amelyik nem martingál.

1. Tekintsünk az R3 térben egy w standard Wiener�folyamatot. A t = 0 pontból ered® problémák
elkerülése céljából tegyük fel, hogy a w folyamatot csak a t > 0 id®pontokra vizsgáljuk. Ha t→∞,
akkor3

R (t) $ ‖w (t)‖2 →∞.
Közvetlen deriválással egyszer¶en ellen®rizhet®, hogy az R3 \ {0} térben az

f (x) $
1
‖x‖2

=
1√

x2
1 + x2

2 + x2
3

függvény harmonikus, vagyis

∆f $
∂2

∂x2
1

f +
∂2

∂x2
2

f +
∂2

∂x2
3

f = 0.

Mivel a három dimenziós Wiener-folyamat majdnem minden kimenetelre soha sem lesz nulla4,
ezért az következésképpen azM $ 1/R értelmes. Itô-formula miatt azM $ 1/R lokális martingál,
ugyanis a másodrend¶ tagokat tartalmazó korrekciós tag az Itô-formulában nulla. Megmutatjuk,
hogy

E
(
M2 (t)

)
$

∫
R3

1∑
k x

2
k

1(√
2πt
)3 exp

(
−1

2

∑
k

(xk − uk)2

t

)
dλ3 (x) ≤

≤ K <∞,

vagyis hogy az M folyamat az L2 térben korlátos.

2. Evidens módon az integrálban csak az x = 0 körül lehet probléma, de ott az integrál konvergens.
Ennek igazolása a következ®: Legyenek n és α tetsz®legesek. Jelölje B az Rn tér egységgömjét.
Ha

G (k) $
{

1/2k+1 < ‖x‖ ≤ 1/2k
}
,

akkor ∫
B

1
‖x‖α

dλn =
∫
B\{0}

1
‖x‖α

dλn =

=
∫
∪kG(k)

1
‖x‖α

dλn =
∑
k

∫
G(k)

1
‖x‖α

dλn.

A szumma mögött álló integrál minden k-ra triviálisan véges. Mivel

2kG (k) = G (0) = {1/2 < ‖x‖ ≤ 1} ,

ezért a helyettesítéses integrálás formulája5 szerint, ha T jelöli a 2k-val való szorzást∫
G(0)

1
‖x‖α

dλn =
∫
T (G(k))

1
‖x‖α

dλn =
∫
G(k)

1
‖T (x)‖α

det (T ′) dλn

=
∫
G(k)

1
‖2kx‖α

det
(
diag

(
2k
))
dλn =

=
1

2kα

∫
G(k)

1
‖x‖α

2kndλn =

= 2k(n−α)

∫
G(k)

1
‖x‖α

dλn,

3V.ö.: 6.14. állítás, 6.14. oldal. Hangsúlyozni kell, hogy a tér dimenziója fontos. Például, ha n = 1, akkor a
Wiener-folyamat végtelen sokszor visszatér az origóba, vagyis végtelen sokszor a normája nulla. Ha n = 2, akkor
bár a Wiener-folyamat nem lesz nulla, de a pályái s¶r¶ek a síkban, vagyis az els® � jó� dimenzió az n = 3. Ilyenkor
a w normája végtelenbe tart.

4V.ö.: 6.13. tétel, 71. oldal.
5Ha a maximum normát használjuk, akkor elegend® koordinátánként alkalmazni a helyettesítési formulát.
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amib®l ∫
B

1
‖x‖α

dλn =
∫
G(0)

1
‖x‖α

dλn

∞∑
k=0

2−k(n−α),

és ez utóbbi éppen akkor konvergens, ha n > α. Mivel most n = 3 és α = 2, ezért az integrál,
miként állítottuk véges.

3. Az n = 3 feltétel miatt a Wiener-folyamat nomája majdnem mindenhol végtelenhez tart,
ezért limt→∞M (t) = 0. Az L2-korlátosság miatt a folyamat egyenletesen integrálható. Így a
konvergencia nem csak majdnem mindenhol, hanem L1-ben is teljesül, vagyis

lim
t→∞

E (M (t)) = lim
t→∞

‖M (t)‖1 = 0.

Ha M martingál lenne és t < s, akkor

M (t) = E (M (s) | Ft) .

A torony-szabályból következ®

‖E (ξ | F)−E (η | F)‖1 $ E (|E (ξ − η | F)|) ≤
≤ E (E (|ξ − η| | F)) =
= E (|ξ − η|) $ ‖ξ − η‖

egyenl®tlenség miatt a feltételes várható érték az L1-konvergencia szerint folytonos, így

M (t) = lim
s→∞

M (t) = lim
s→∞

E (M (s) | Ft) =

= E
(

lim
s→∞

M (s) | Ft
)

= E (0 | Ft) = 0

lenne, ami lehetetlen.

4. Az ellentmondás az egyenletes integrálhatóságra való hivatkozás nélkül is kicsikarható. Ha az
M martingál lenne, akkor alkalmazható lenne az energiaazonosság. Így minden t < s esetén

‖M (s)−M (t)‖2 = ‖M (s)‖2 − ‖M (t)‖2 .

Ebb®l következ®en az s 7→ ‖M (s)‖ monoton növeked® lenne. Mivel korlátos, ezért a végtelenben
konvergens lenne. Így az energiaazonosság miatt az ‖M (t)−M (s)‖2 is tetsz®legesen kicsi lenne.
Ebb®l következ®en az L2 (Ω) tér teljessége miatt a lims→∞M (s) határérték L2 (Ω)-ban is létezne.
Mivel minden L2-ben konvergens sorozatnak van majdnem mindenhol konvergens részsorozata,
amely határértéke, miként láttuk, nulla, ezért az L2 (Ω)-ban vett határérték szintén nulla. Így

‖M (t)‖ ≤ lim
s→∞

‖M (t)‖ = 0,

vagyis az M azonosan nulla lenne.
2



6. fejezet

Wiener-folyamat

A sztochasztikus folyamatok közül a legegyszer¶bb a Wiener-folyamatok osztálya. A Wiener-
folyamatokról szóló tételek igazolása nagyrészt az Itô-formulán alapszik. Ennek oka, hogy Wiener-
folyamatok esetén az Itô-formulában alapvet® szerepet játszó kvadratikus variáció közvetlenül
kiszámolható, illetve hogy a kvadratikus variáció determinisztikus.

6.1 De�níció.
A {w (t, ω)}t≥0 folyamatot Wiener-folyamatnak mondjuk, ha teljesíti az alábbi négy feltételt:

1. w (0) ≡ 0,

2. a w növekményei függetlenek,

3. tetsz®leges 0 ≤ s < t értékekre a w (t)−w (s) ∼= N
(
0,
√
t− s

)
, vagyis a w (t)−w (s) változó

s¶r¶ségfüggvénye

gt−s (x) $
1√

2π (t− s)
exp

(
−x2

2 (t− s)

)
.

4. A w folytonos abban az értelemben, hogy minden ω kimenetelre a w (ω) trajektória folytonos.

Másképpen fogalmazva a Wiener-folyamatok olyan folytonos Lévy-folyamatok, amelyek növek-
ményeinek eloszlása egy [s, t] szakaszon N

(
0,
√
t− s

)
.

A normális eloszlás momentumai alapján triviális a következ®:

6.2 Lemma.
Tetsz®leges 0 ≤ s < t értékekre

E ((w (t)− w (s))n) =
{

1 · 3 · . . . · (n− 1) · (t− s)n/2 ha n = 2k
0 ha n = 2k + 1

.

6.3 Lemma.
Ha t1 < t2 < . . . < tk, akkor a (w (t1) , w (t2) , . . . , w (tk)) vektor eloszlásának létezik f s¶r¶ségfüg-
gvénye, és

f (x1, x2, . . . , xk) =
k∏
i=1

1√
2π (ti − ti−1)

exp

(
− (xi − xi−1)2

2 (ti − ti−1)

)
ahol a jelölés egyszer¶sítése végett t0 = x0 = 0.

Bizonyítás: Legyen t0 $ 0. De�níció szerint a

(∆w (t0) ,∆w (t1) , . . . ,∆w (tk−1))

67
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független normális eloszlású változókból álló vektor, így a növekményekb®l álló vektor g s¶r¶ség-
függvénye

g (u1, u2, . . . , uk) =
k∏
i=1

1√
2π (ti − ti−1)

exp
(

−u2
i

2 (ti − ti−1)

)
.

Az A : Rk → Rk

u1 = x1

u2 = x2 − x1

. . .

uk = xk − xk−1

lineáris transzformáció determinánsa 1, hiszen olyan fels® háromszög mátrixról van szó, amely
átlójában csupa egyes van. Ha f jelöli az esetlegesen létez® s¶r¶ségfüggvényt, akkor de�níció
szerint

P $
∫
H

f (x) dx1 . . . dxk = P ((w (t1) , w (t2) , . . . , w (tk)) ∈ H) .

Az integráltranszformációs-tétel alapján az egyenl®ség a következ®képpen folytatható:

P (A (w (t1) , w (t2) , . . . , w (tk)) ∈ AH) =
= P ((∆w (t0) ,∆w (t1) , . . . ,∆w (tk−1)) ∈ AH) =

=
∫
AH

g (u1, u2, . . . , uk) du1 . . . duk =

=
∫
H

g (Ax) |det (A)| dx1 . . . dxk =
∫
H

g (Ax) dx1 . . . dxk,

amelyb®l

f (x) = g (Ax) =
k∏
i=1

1√
2π (ti − ti−1)

exp

(
− (xi − xi−1)2

2 (ti − ti−1)

)
,

ahol x0 $ 0.
2

Wiener-folyamatok de�nícióját érdemes módosítani tetsz®leges �ltráció esetére:

6.4 De�níció.
A t ∈ [0,∞) id®paramétert®l függ® w F-adaptált folyamatot Wiener-folyamatnak mondjuk, ha
teljesíti az alábbi négy feltételt:

1. w (0) = 0,

2. minden t-re és tetsz®leges h > 0 számra a w (t+ h)− w (t) növekmény független az Ft-t®l,

3. tetsz®leges 0 ≤ s < t értékekre a w (t)−w (s) normális eloszlású, 0 várható értékkel és
√
t− s

szórással,

4. a w (ω) trajektóriák minden ω-kimenetelre folytonosak,

5. az F teljesíti a szokásos feltételeket.

Ha másképpen nem említjük, a továbbiakban feltételezzük, hogy az F �ltráció valamilyen módon
adott.

6.5 Példa.
Ha w Wiener�folyamat az F �ltrációra, akkor nem feltétlenül Wiener�folyamat egy b®vebb G
�ltrációra.
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Ha w Wiener�folyamat az F �ltrációra, akkor a Gt $ σ (Ft ∪ F1) �ltrációra nem lesz Wiener�
folyamat, ugyanis ha 1 = s > t, akkor mivel a w (s) Ft-mérhet®, nem érvényes az

E (w (s) | Ft) = w (t)

martingáltulajdonság.
2

A Wiener-folyamatokra tett feltételek nem függetlenek egymástól. Érdemes hangsúlyozni, hogy
a fajsúlyos feltétel a negyedik, amely szerint a trajektóriák folytonosak. Tudunk-e ennél többet
mondani? A Wiener-folyamatok talán legérdekesebb tulajdonsága, hogy majdnem minden ω-ra a
w (ω) trajektória egyetlen pontban sem deriválható.

6.6 Tétel. (Paley�Wiener�Zygmund )
Ha w Wiener-folyamat, akkor majdnem minden ω kimenetelre a w (ω) trajektória egyetlen id®pont-
ban sem deriválható.

Az, hogy egy Wiener-folyamat nem deriválható, úgy fogalmazható, hogy �lokálisan� túlságosan
ingadozik. Hasonló igaz �globálisan�.

6.7 Állítás.
Ha w Wiener-folyamat, akkor majdnem minden kimenetelre

lim sup
t→∞

w (t) =∞, lim inf
t→∞

w (t) = −∞.

6.8 Következmény.
Ha w Wiener-folymat, akkor tetsz®leges a számra a {t : w (t) = a} halmaz felülr®l nem korlátos.
Speciálisan egy egy-dimenziós Wiener-folyamat végtelen sokszor visszatér a nulla pontba.

6.9 Állítás. (Nagy számok törvénye)
Ha w Wiener-folyamat, akkor

lim
t→∞

w (t)
t

= 0.

A w trajektóriáinak irreguláris volta nem túl meglep®, ugyanis igaz a következ® általános észrevé-
tel:

6.10 Tétel. (Fisk)
Legyen L folytonos lokális martingál. Ha az L trajektóriái véges változásúak, akkor majdnem
minden ω kimenetelre az L trajektóriái konstansok.

Bizonyítás: Tekintsük az M $ L − L (0) lokális martingált. Elég belátni, hogy az M = 0.
Legyen V $ Var (M) és legyen (ρn) az M lokalizációs sorozata. Mivel a folytonos függvények
teljes megváltozása is folytonos a

υn (ω) $ inf {t : |M (t, ω)| ≥ n}

és a
κn (ω) $ inf {t : V (t, ω) ≥ n}

megállási id®k. Így a τn $ υn ∧ κn ∧ ρn szintén megállási id®. Nyilván τn ↗∞, így ha minden n
indexre Mτn = 0 akkor az M nulla a [0, τn] szakaszon minden n-re, így az M nulla a ∪n [0, τn] =
R+×Ω halmazon, ígyM = 0. A folytonosság miatt az |Mτn | ≤ n és |V τn | ≤ n, így a trajelktóriák
korlátosak. Feltehet® tehát, hogy az M és a V $ Var (M) korlátossak. Legyen

(
t
(n)
k

)
a [0, t] egy

in�nitezimális particiója. Az energiaazonosság miatt ha u > v, akkor

E
(

(M (u)−M (v))2
)

= E
(
M2 (u)−M2 (v)

)
,
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és mivel M (0) = 0 ezért

E
(
M2 (t)

)
= E

(
M2 (t)

)
−E

(
M2 (0)

)
=

= E

(∑
k

(
M2

(
t
(n)
k

)
−M2

(
t
(n)
k−1

)))
=

= E

(∑
k

(
M
(
t
(n)
k

)
−M

(
t
(n)
k−1

))2
)
.

A V korlátos, így ha V $ Var (M) ≤ c, akkor

E
(
M2 (t)

)
≤

≤ E

(∑
k

∣∣∣M (
t
(n)
k

)
−M

(
t
(n)
k−1

)∣∣∣ ·max
k

∣∣∣M (
t
(n)
k

)
−M

(
t
(n)
k−1

)∣∣∣) ≤
≤ E

(
V (t) ·max

k

∣∣∣M (
t
(n)
k

)
−M

(
t
(n)
k−1

)∣∣∣)
≤ c ·E

(
max
k

∣∣∣M (
t
(n)
k

)
−M

(
t
(n)
k−1

)∣∣∣) .
M trajektóriái folytonosak, így egyenletesen is folytonosak a [0, t] szakaszon, így

lim
n→∞

max
k

∣∣∣M (
t
(n)
k

)
−M

(
t
(n)
k−1

)∣∣∣ = 0.

Másrészt
max
k

∣∣∣M (
t
(n)
k

)
−M

(
t
(n)
k−1

)∣∣∣ ≤ V (t) ≤ c,

így a dominált konvergencia tétele miatt

lim
n→∞

E
(

max
k

∣∣∣M (
t
(n)
k

)
−M

(
t
(n)
k−1

)∣∣∣) = 0.

Így M (t) m.m= 0 minden t-re. Az M trajektóriái folytonosak, így majdnem minden ω esetén
M (t, ω) = 0 minden t-re.

2

6.1. Wiener-folyamat visszatérése az origóba

Miként említettük, a Wiener-folyamatokkal kapcsolatos tételek negyrészt az Itô-formulára épülnek.
Els®ként egy n-dimenziós Wiener-folyamat origóba való visszatéréseit vizsgáljuk meg. n-dimenziós
Wiener-folyamaton olyan n-dimenziós folyamatot értünk, amelynek minden koordinátája Wiener-
folyamat és az egyes koordináta folyamatok függetlenek. Hangsúlyozni kell, hogy folyamatok
függetlensége azt jelenti, hogy a két folyamat bármelyik két (w1 (tk))nk=1 és (w2 (sk))mk=1 vektora
független. Miként láttuk ha w Wiener-folyamat, akkor [w] (t) = t. De mi lesz a koordináta-
folyamatok keresztvariációja.

6.11 Lemma.
Ha wi és wj független Wiener-folyamatok, akkor a kvadratikus keresztvariációjuk nulla, vagyis
[w1, w2] = 0.

Bizonyítás: Ha w1 és w2 független Wiener-folyamatok, akkor a (w1 ± w2) /
√

2 szintén Wiener-
folyamat. Érdemes hagsúlyozni, hogy ez csak a folyamatok függetlensége miatt igaz. Miként egy
alábbi példában kés®bb látni fogjuk két Wiener-folyamat összege nem feltétlenül Wiener-folyamat.
A szimmetria miatt elegend® például a w $ (w1 + w2) /

√
2 esettel foglalkozni. A w folytonos és
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w (0) = 0, illetve minden t-re E (w (t)) = 0. A függetlenség miatt a w (t) − w (s) két független
normális eloszlású változó összege és így normális eloszlású valószín¶ségi változó. Általánosabban
a folyamatok függetlensége miatt a w Gauss-folyamat, vagyis a w minden végesdimenziós eloszlása
normális, ugyanis két független normális eloszlású vektorváltozó lineáris kombinációja. Mivel
független valószín¶ségi változók szórásnégyzetei összeadódnak, ezért a w (t)−w (s) szórásnégyzete

1
2

2 (t− s) = t− s.

Ebb®l következ®en a w stacionárius növekmény¶. Normalitás esetén a korrelálatlanságból következik
a függetlenség. A szórásokra már belátott összefüggésb®l következik, hogy a w növekményei
függetlenek, így a w valóban Wiener-folyamat. Mivel a w Wiener-folyamat, ezért [w] (t) = t.
Mivel ez a (w1 − w2) /

√
2 folyamatra is igaz, ezért

[w1, w2] =
[w1 + w2]− [w1 − w2]

4
= 0

2

6.12 De�níció.
Legyen U ⊆ Rn egy nyílt halmaz. Ha valamely az U halmazon értelmezett f függvényre

∆f $
n∑
k=1

∂2f

∂x2
i

= 0,

akkor az f függvényt az U halmazon harmonikus függvénynek mondjuk.

Legyen f valamely tartományon harmonikus függvény. Ekkor a többdimenziós Wiener-folyamat
kvadratikus keresztvarációjának képlete és az Itô-formula miatt

f (w (t))− f (w (s)) =
∑
i

∫ t

s

∂f

∂xi
(w (u)) dwi (u) ,

ugyanis a másodrend¶ keresztvariációk mindegyike az imént elmondottak miatt nulla, a többi
derivált pedig nullára összegz®dik az f feltételezett harmonikussága miatt. Erre az összefüggésre
a kés®bbiekben gyakran fogunk hivatkozni.

Legyen w valamely x ∈ Rn pontból elindított Wiener-folyamat. Ez azt jelenti, hogy egy �közön-
séges� Wiener-folyamatot eltoltunk egy x vektorral1.

ϑ $ inf {‖w (t)‖ : t ≥ 0} .

Mi lesz a ϑ eloszlása?

6.13 Tétel. (Wiener-folyamat origóba való visszatérése)
A többdimenziós Wiener-folyamatra teljesülnek a következ®k: Ha n ≥ 3, akkor az x 6= 0 pontból
elindított Wiener-folyamatra

P (ϑ ≤ r) =
(

r

‖x‖

)n−2

, ha 0 ≤ r ≤ ‖x‖ ,

vagyis ha n ≥ 3, akkor egy x 6= 0 pontból elindított Wiener-folyamat pozitív valószín¶séggel nem
jut el az origó r < ‖x‖ sugarú környezetébe.

1Kés®bb az x helyett egy valószín¶ségi változót is fogunk írni. Vegyük észre, hogy az alábbiakban csak az x ‖x‖
hossza játszik csak szerepet.
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Bizonyítás: Tegyük fel, hogy az U ⊆ Rn nyílt halmazon értelmezett f ∈ C2 (U) függvény
kielégíti a

∆f $
n∑
k=1

∂2f

∂x2
i

= 0 (6.1)

Laplace-egyenletet. Legyen τ megállási id®. Ha az x pontból elindított w n-dimenziós Wiener-
folyamatra a wτ megállított folyamat az U halmazon belül marad, akkor az Itô-formula alapján

f (wτ )− f (x) =
n∑
k=1

∂f

∂xk
(wτ ) • wτk +

+
1
2

∑
i

∑
j

∂2f

∂xi∂xj
(wτ ) •

[
wτi , w

τ
j

]
,

A vegyes tagok esetén a kvadratikus keresztvariáció az imént belátott lemma miatt nulla2, az f
kielégíti a Laplace-egyenletet, így a formula

f (wτ )− f (x) =
n∑
k=1

∂f

∂xk
(wτ ) • wτk (6.2)

módon egyszer¶södik. Tegyük fel, hogy τ < ∞ és a f (w) a [0, τ ] véletlen szakaszon korlátos.
Ilyenkor a (6.2) sorban szerepl® sztochasztikus integrálok martingálok lesznek3. A megállási op-
ciókról szóló tétel alapján tetsz®leges T <∞ id®pontra, felhasználva, hogy a w az x pontból lett
elindítva

E (f (w (T ∧ τ))) = E (f (w (0))) = E (f (x)) = f (x) .

Az f (wτ ) korlátossága és a τ <∞ miatt ha T →∞, akkor

E (f (w (τ))) = f (x) . (6.3)

A tételt a (6.3) sorban szerepl® Dinkin-formulának is nevezett összefüggésb®l már könnyen igazolni
tudjuk.

2. Tegyük fel, hogy az ‖x‖ a 0 < r < R < ∞ sugarak közé esik. Wiener-folyamatok trajek-
tóriái a t ≥ 0 félegyenesen majdnem minden kimenetelre nem korlátosak és minden kimenetelre
folytonosak, ezért a küls® körb®l a w egy valószín¶séggel kilép. A kérdés csak az, hogy a bels®
vagy a küls® határon fogja-e a folyamat a

B $ {u : r ≤ ‖u‖ ≤ R}

gy¶r¶t elhagyni. Jelölje τB a B gy¶r¶b®l való kilépés id®pontját.

3. Tegyük fel, hogy n ≥ 3. Legyen
f (x) $ ‖x‖2−n .

Az f nyilván az U $ Rn\ {0} halmazon van értelmezve. Elemi számolással könnyen megmutatható.
hogy az U halmazon az f kielégíti a Laplace-egyenletet. Az r > 0 miatt az f aB halmazon korlátos,
így az f (wτB ) is korlátos, így a Dinkin�formula alapján

E (f (w (τB))) = f (x) . (6.4)

Ezt és az f konkrét alakját felhasználva

r2−nP (‖w (τB)‖ = r) +R2−n (1−P (‖w (τB)‖ = r)) = ‖x‖2−n ,
2Ki kell még használni a kvadratikus variáció megállítására vonatkozó [Mτ ] = [M ]τ formulát.
3Általában az f (w) egy lokális martingál. Ha az f (wτ ) korlátos, akkor egy korlátos lokális martingál, így valódi

martingál.
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és

P (‖w (τB)‖ = r) =
‖x‖2−n −R2−n

r2−n −R2−n .

Ha R → ∞, akkor, felhasználva, hogy n > 2, a jobb oldal határértéke (r/ ‖x‖)n−2
. Ha AR jelöli

azt az eseményt, hogy R sugár esetén a bels® oldalon lép ki a folyamat, akkor nyilván ha R1 ≤ R2,
akkor AR1 ⊆ AR2 , ugyanis ha a kisebb sugár esetén már belül kilép, akkor a nagyobb sugár esetén
is ott fog kilépni. (Nagyobb sugár esetén valószín¶bb, hogy alul fog kilépni.) Ebb®l az AR monoton
n® és (

r

‖x‖

)n−2

=
‖x‖2−n

r2−n = lim
R→∞

P (AR) = P (∪RAR) .

Ha egy ω kimenetelre a trajektória véges id® után belemetsz az r sugarú gömbbe, akkor a bemetszés
id®pontjáig felvett maximumánál nagyobb számot választva R-nek ω ∈ AR ⊆ ∪RAR. Megfordítva
ha ω ∈ ∪RAR, akkor alkalmas R-re ω ∈ AR, így az ω-ra vett trajektória belemetsz a r sugarú
gömbbe. Így az (r/ ‖x‖)n−2 éppen annak a valószín¶sége, hogy az x 6= 0 pontból elindított Wiener-
folyamat belemetsz az r ≤ ‖x‖ sugarú körbe.

2

Vegyük észre, hogy az el®z® tételben az x vektornak nem volt szerepe. Valójában csak az ‖x‖
nagyságának van szerepe, egyébiránt az x lehet az x = ‖x‖ sugarú gömbfelszín véletlenül választott
pontja. Ez az észrevétel alapvet® szerepet játszik a következ® érdekes állításban.

6.14 Állítás.
Ha n ≥ 3 és w n-dimenziós Wiener-folyamat, akkor limt→∞ ‖w (t)‖ =∞.

Bizonyítás: Legyen r > 0 tetsz®leges és legyen a ≥ r. Legyen továbbá

τa $ inf {t : ‖w (t)‖ ≥ a} .

Mivel a Wiener-folyamatok trajektóriái majdnem minden kimenetelre nem korlátosak, ezért ma-
jdnem mindenhol

lim sup
t→∞

‖w (t)‖ =∞,

így nyilván majdnem mindenhol τa <∞. Az er®s Markov-tulajdonság miatt a

w∗ (t) $ (w (t+ τa)−w (τa)) + w (τa) , t ≥ 0

szintén Wiener-folyamat, amelyik a

w (τa) ∈ {‖u‖ = a}

véletlen pontból indul. Mivel n ≥ 3

P (∃t ≥ τa, ‖w (t)‖ ≤ r) = P (∃t ≥ 0, ‖w∗ (t)‖ ≤ r) =
( r
a

)n−2

.

Ha a ↗ ∞ akkor ez a valószín¶ség nullához tart. Tegyük fel, hogy ak ↗ ∞. Ha Ak az olyan
kimenetelek halmaza, amelyekre a w a τak után visszatér az r sugarú gömbbe, akkor Ak+1 ⊆ Ak.
Annak a valószín¶sége, hogy a w a végtelen sok τan után visszatér az {‖u‖ ≤ r} gömbe

P (∩kAk) = lim
k→∞

P (Ak) = 0.

Így egy valószín¶séggel minden ω-hoz van olyan k $ k (ω), hogy

w (t, ω) /∈ {‖u‖ ≤ r} t ≥ τk (ω) .

Így egy valószín¶séggel4 ha t↗∞, akkor ‖w (t, ω)‖ → ∞.
2

4Legyen r $ 1, 2, . . . .
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6.2. Folytonos Lévy-folyamatok és a centrális határeloszlás

tétele

LegyenX egy folytonos Lévy-folyamat. Mivel azX folytonos, ezért azX összes momentuma véges.
Ebb®l következ®en azX(t) változónak minden t id®pontban van várható értéke. Következésképpen
ha m jelöli az X(1) várható értékét, akkor az X(t)− t ·m martingál. Érdemes hangsúlyozni, hogy
annak igazolásához, hogy az X(t) várható értéke éppen t ·m vagy fel kell használni hogy a �ltráció
teljesíti a szokásos feltételeket, így az X(t) − E(X(t)) logikai martingálnak van várható értéke,
vagy fel kell használni, hogy véges id®szakon a második momentumok halmaza korlátos, így az
(X(t))t család minden véges id®tartományon egyenletesen integrálható. Az X(t)− t ·m martingál
voltából következik, hogy az X folytonos szemimartingál. A jelölés egyszer¶sítése céljából tegyük
fel, hogy m = 0. A kvadratikus variáció de�níciója miatt az [X] szintén folytonos Lévy-folyamat.
A független és stacionárius növekedés feltétele következik abból, hogy a kvadratikus variáció a
közelít® négyzetösszegek határértéke és a Lévy-tulajdonság miatt a diszjunkt szakaszokhoz tar-
tozó közelít® négyzetösszegek függetlenek és az eloszlásuk csak az id®szak hosszától függ5. A
kvadratikus variáció folytonossága pedig a parciális integrálás formulája miatt a sztochasztikus
integrálok folytonos integrátor szerinti folytonosságának következménye. Ez másképpen azt je-
lenti, hogy az

Y (t) $ [X](t)−E([X](t)) = [X](t)− t ·E([X](1))

kifejezés ismételten folytonos martingál. Az Y mint két monoton növeked® függvény különbsége
véges variációjú. A véges variációjú folytonos martingálok konstansak, így

[X](t) = E([X](t)) = a · t.

Az Itô-formula szerint

exp(iuX(t))− 1 = iu

∫ t

0

exp(iuX(s))dX (s)−

−1
2
u2

∫ t

0

exp(iuX(s))d [X] (s) .

Az exp(iuX) korlátos és azX négyzetesen integrálható, következésképpen a sztochasztikus integrál
valódi martingál. A két oldalon várható értéket véve és felhasználva, hogy most a sztochasztikus
integrál várható értéke a martingál tulajdonság miatt nulla

E (exp(iuX(t)))− 1 = −1
2
u2E

(∫ t

0

exp(iuX(s))d [X] (s)
)

=

= −1
2
u2E

(∫ t

0

exp(iuX(s))d (as)
)

=

= −1
2
u2a

∫ t

0

E (exp(iuX(s))) ds.

Ha bevezetjük a ϕ (u, t) $ E (exp(iuX(t))) jelölést, akkor ez

ϕ (u, t)− 1 = −1
2
u2a

∫ t

0

ϕ (u, s) ds.

t szerint deriválva
dϕ (u, t)

dt
= −1

2
u2aϕ (u, t) .

5Felmerülhet a kérdés, hogy a határérték képzése nem okoz-e gondot, vagyis azonos eloszlású változók
sztochasztikus konvergenciában vett határértékének eloszlása azonos-e? Ezt a legegyszer¶bben a Fourier-
transzformáció és az unicitási tétel segítségével igazolhatjuk. Mivel a sorozat tagjainak azonos az eloszlása a
Fourier-transzformáltjaik is azonosak, és a majorált konvergencia tétel miatt a határértékek Fourier transzformáltja
is azonos, így a határértékek eloszlása is azonos.
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A di�erenciálegyenletet megoldva tetsz®leges u-ra

ϕ (u, t) = exp
(
−1

2
u2at

)
.

A normális eloszlás Fourier-transzformáltjának képletét felhasználva

X (t) ∼= N
(

0,
√
at
)
.

Ebb®l, mivel az X Lévy-folyamat, következ®en az X/
√
a Wiener-folyamat. Az általános esetben

m nem nulla, így teljesül a következ®:

6.15 Állítás.
Minden folytonos Lévy-folyamat egy Wiener-folyamat és egy lineáris trend lineáris kombinációja.

6.3. A Lévy-féle karakterizációs tétel

A Lévy-féle karakterizációs tétel hasonló az imént belátott állításhoz: A Wiener-folyamatokat
a folytonos lokális martingálok körében karakterizálja. Ha X folytonos lokális martingál és ha
[X](t) = t, akkor a már bemutatott módon belátható, hogy X(t) ∼= N

(
0,
√
t
)
. A gondolatmenetet

az X (t+ s) − X (s) alakú újraindított folyamatokra alkalmazva ebb®l könnyen belátható, hogy
növekmények eloszlása N

(
0,
√
t− s

)
, vagyis a folyamat stacionárius növekmény¶. Ebb®l azonban

még nem következik, hogy a folyamat Wiener-folyamat, ugyanis nem tudjuk, hogy a növekmények
függetlenek vagy sem. A szórásokra vonatkozó képletb®l belátható, hogy a növekmények kor-
relálatlanok, ugyanis teljesül a

D2 (X (t+ s)) = D2 (X (t)) + D2 (X (s)) .

Sajnos azonban normális eloszlású változók korrelálatlansága csak akkor implikálja a független-
séget, ha az együttes eloszlás is normális. Írjuk fel az X exponenciális martingálját6:

exp (iuX (t))
ϕ (u, t)

=
exp (iuX (t))
exp

(
− 1

2u
2t
) = exp

(
iuX (t) +

1
2
u2t

)
.

Mivel [X] (t) = t az Itô-formulával azonnal látható, hogy a kifejezés lokális martingál. Mivel
ugyanakkor minden véges szakaszon egyenletesen korlátos, ezért nem csak lokális martingál, hanem
valódi martingál is. Ezen a ponton érdemes felhívni a �gyelmet arra, hogy tetsz®leges folyamat
esetén az

exp (iuX (t))
ϕ (u, t)

exponenciális martingál nem lesz martingál s®t lokális martingál sem. Az Itô-formulából azonnal
következik, hogy egy L folytonos lokális martingál esetén az

exp
(
L− 1

2
[L]
)

6Mivel tudjuk, hogy a minden id®pontban az eloszlás N
(
0,
√
t
)
ezért ismerjük a Fourier-transzformáltat.
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kifejezés lokális martingál és ezt szokás a lokális martingál exponenciális martingáljának mondani.
Valóban az exponenciális függvény deriválási szabályát kihasználva7

Z (t)− Z (0) =

=
∫ t

0

Zd

(
L− 1

2
[L]
)

+
1
2

∫ t

0

Zd

[
L− 1

2
[L]
]

=

=
∫ t

0

Zd

(
L− 1

2
[L]
)

+
1
2

∫ t

0

Zd [L] =

=
∫ t

0

ZdL,

amely kifejezés egy folytonos folyamat folytonos lokális martingál szerint sztochasztikus integrálja,
vagyis lokális martingál. Nyilván tetsz®leges z-re az

exp
(
zL− 1

2
[zL]

)
= exp

(
zL− 1

2
z2 [L]

)
is lokális martingál. A jelen példában a z = iu helyettesítéssel kapjuk az

exp
(
iuX (t) +

1
2
u2t

)
kifejezést. Vagyis kihasználva, hogy az X (t) eloszlása normális az exponenciális martingál két
különböz® de�níciója egybeesik. Mivel az

exp (iuX)
ϕ (u, t)

kifejezés martingál, ezért ha s < t, akkor

E
(

exp (iuX (t))
ϕ (u, t)

| Fs
)

=
exp (iuX (s))

ϕ (u, s)
.

Ezt átrendezve

E (exp (iu (X (t)−X (s))) | Fs) =
ϕ (u, t)
ϕ (u, s)

= exp
(
−1

2
u2 (t− s)

)
.

A feltételes várható érték de�nícióját felírva minden F ∈ Fs halmazra∫
F

exp (iu (X (t)−X (s))) dP = P (F ) ·E (exp (iu (X (t)−X (s)))) .

A monoton osztály tétel segítségével az exp (iux) helyébe tetsz®leges Borel-mérhet® halmaz karak-
terisztikus függvénye írható, így

P ({X (t)−X (s) ∈ B} ∩ F ) = P (F ) ·P ({X (t)−X (s) ∈ B})

vagyis az Fs σ-algebra és az X (t)−X (s) növekmények függetlenek, vagyis az X független növek-
mény¶. Evvel beláttuk a következ® tételt:

6.16 Tétel. (Lévy-féle karakterizációs tétel)
Ha X olyan folytonos lokális martingál, amelyre X (0) = 0 és [X] (t) = t, akkor az X Wiener-
folyamat.

7Vegyük észre, hogy az L folytonossága miatt [L, [L]] = 0, ugyanis az [L] monoton n®, így korlátos változású. A
parciális integrálás formulája és a sztochasztikus integrál folytonossága miatt az [L] szintén folytonos. Ezért a már
jelzett okokból az [L] kvadratikus variációja, vagyis az [[L]] szintén nulla. Így

[
L− 1

2
[L]
]

= [L] .
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6.17 Példa.
A sgn (w) • w integrál Wiener-folyamat8.

A sztochasztikus integrál konstrukciója szerint a folyamat folytonos és lokális martingál. A
kvadratikus variációja ∫ t

0

(sgn (w))2 (s) ds = t.

2

6.18 Példa.
Lévy-folyamatok összege nem feltétlenül Lévy-folyamat9.

Legyen w Wiener folyamat és legyen

X (t) $
∫ t

0

sgn (w (s)) dw (s) .

Az X szintén Wiener-folyamat. A

Z $ w +X = 1 • w + sgn(w) • w = (1 + sgn(w)) • w

mint folytonos martingálok összege szintén folytonos martingál az eredeti közös F �ltrációra nézve.

[Z](t) =
∫ t

0

(1 + sgn(w(s)))2 (s) ds

amely kifejezés nem determinisztikus. Így a Z nem lehet Wiener-folyamat. De mivel minden
folytonos Lévy-folyamat egy Wiener-folyamat és egy lineáris trend összege, ezért a Z nem lehet
Lévy-folyamat.

2

6.4. Parciális di�erenciálegyenletek

Ebben a pontban röviden és vázlatosan áttekintjük a pénzügyi alkalmazásokban fontos szerepet
játszó Black�Scholes-féle di�erenciálegyenletet. A továbbiakban a sztochasztikus integrál jelölés
helyett a pénzügyi irodalomban szokásos di�erenciális jelölést használjuk. Ennek megfelel®en a

dX = Y dZ

típusú jelölések azt jelentik, hogy minden s < t esetén teljesül az

X (t)−X (s) =
∫ t

s

Y dZ

integrálegyenlet.

8A sgn(x) fügvény de�níciója a sztochasztikus analízisben némiképpen eltér a szokásostól. Ha x ≤ 0, akkor
sgn(x) $ −1, ha x > 0, akkor sgn(x) $ +1. Így a függvény balról folytonos. Ebb®l következ®en a sgn(w) inte-
grandus balról reguláris és korlátos. Megmutatható, hogy az Itô�Stieltjes konstrukció lokális martingálok esetén
is kiterjeszthet® folytonos integrandusokról balról reguláris integrandusokra. Ehhez elegend® kiterjeszteni, valah-
ogyan, az integrált nem folytonos függvényekre és belátni a majorált konvergencia tételt, amely segítségével már
belátható, hogy a kiterjesztett integrál a balról reguláris integrandusokra az Itô-féle közelít® összegek határértéke.

9A példa kapcsán érdemes hangsúlyozni, hogy szemimartingálok összeg szemimartingál. Szemimartingálokra az
el®dleges példát éppen a Lévy-folyamatok szolgáltatják. A probléma pontosan az, hogy pusztán a Lévy-folyamatokat
tekintve nem kapunk lineáris teret.
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6.4.1. Lineáris sztochasztikus di�erenciálegyenletek

A Black�Scholes-modellben a részvények ármozgását a

dS = µSdt+ σSdw, S (t) = s (6.5)

egyenlettel írjuk le. A jelölésen miként említettük a tetsz®leges t < T id®pontokra teljesül®

S (T )− S (t) =
∫ T

t

µ · S (u) du+
∫ T

t

σ · S (u) dw (u)

integrálegyenlet értend®. Általában a sztochasztikus di�erenciálegyenleteket igen nehéz megoldani.
Ebben az esetben azonban a megoldás explicite megadható:

S (T ) = s · exp
((

µ− 1
2
σ2

)
· (T − t) + σ · w (T − t)

)
. (6.6)

Valóban, az Itô-formula id®t®l függ® verziója alapján

S (T )− S (t) =

=
∫ T

t

(
µ− 1

2
σ2

)
S (u) du+ σ

∫ T

t

S (u) dw +
1
2

∫ T

t

σ2S (u) du =

= µ

∫ T

t

S (u) du+ σ

∫ T

t

S (u) dw.

6.19 Példa.
Határozzuk meg a (6.5) megoldásának várható értékét.

Az egyenlet megoldását a T pontban a (6.6) képlet adja meg. A képletb®l világos, hogy a megoldás
lognormális eloszlást követ. A lognormális eloszlás várható értékének képlete alapján

E (S (T )) = sE
(

exp
(
N

((
µ− 1

2
σ2

)
(T − t) , σ

√
T − t

)))
=

= s exp
((

µ− 1
2
σ2

)
(T − t) +

1
2
σ2 (T − t)

)
=

= s exp (µ (T − t)) .

2

6.4.2. A Black�Scholes egyenlet

Legyen az S részvények mellett adott egy derivatív termék, amely a T id®pontban Φ (S (T ))
összeget �zet. Mi lesz a derivatív termék ára? Mivel az S árat és a derivatív termék által a T
id®pontban megvalósuló ki�zetést egy matematikai képlet köti össze feltehet®leg ez kiszámolható.
Jelölje az árat megadó kifejezést f. Tegyük fel, hogy az f csak a t id®pont és az aktuális S (t) ár
függvénye10. Vagyis tegyük fel, hogy adott egy f (t, x) függvény, amelyre tetsz®leges 0 ≤ t ≤ T
id®pont esetén az ár éppen f (t, S (t)). Az f értékét a T id®pontban ismerjük11, de mi a t =
0 id®pontban vett értékét szeretnénk megtudni, vagyis az f (0, x) értékre vagyunk kiváncsiak.
Tegyük fel, hogy az f (t, x) függvény elég � jó�, így az f függvényre alkalmazható az Itô-formula.

A tett feltételek miatt az id®t®l függ® Itô-formula szerint a derivatíva árát megadó f függvény
kielégíti az

f (T.S (T ))− f (t.S (t)) =
∫ T

t

∂f

∂s
ds+

∫ T

t

∂f

∂x
dS +

1
2

∫ T

t

∂2f

∂2x
d [S]

10Ezek igen er®s megkötések, de ez volt a szerz®k eredeti gondolatmenete. Kés®bb ezt, más szerz®k nagyban
egyszer¶sítették, de ennek tárgyalása messze vezetne.

11f (T, x) = Φ (x) .
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integrálegyenletet. A korlátos változású integrálok kvadratikus variációja nulla, így a polaritási
formula alapján

[S] =
[
µ

∫
Sdt+ σ

∫
Sdw

]
=
[
σ

∫
Sdw

]
= σ2

∫
S2d [w] =

= σ2

∫
S2ds

összefüggést felhasználva az integrálegyenletet a szokásos di�erenciális alakba átírva

df =
(
∂f

∂t
+

1
2
∂2f

∂x2
σ2S2

)
dt+

∂f

∂x
dS.

Kivonva bel®le az árak mozgását leíró (6.5) sor ∂f/∂x-szeresét a jobb oldalon megszabadulhatunk
a misztikus dw tagtól12.

df − ∂f

∂x
dS =

(
∂f

∂t
+

1
2
∂2f

∂x2
σ2S2

)
dt.

Persze ezt sem t¶nik jobbnak. A probléma megoldása egy remek közgazdasági észrevétel!! A jobb
oldalon álló kifejezés minden t id®pontban ismert, ugyanis nem tartalmazza a dw tagot. Ekkor a
másik oldalnak is determinisztikusnak kell lenni. A df az f megváltozása, a dS az S megváltozása,
így a

df − ∂f

∂x
dS

felfogható, mint egy 1 darab derivatíva és −∂f/∂x darab részvényb®l álló portfolió rövid id® alatt
bekövetkez® értékváltozása. Az így kapott portfolió értéke

V (t) = 1 · f (t, S (t))− ∂f

∂x
(t, S (t)) · S (t) .

Mivel a portfolió nem függ a dw-t®l, ezért deteminisztikus, így a hozama éppen az r kockázatmentes
hozam. Vagyis

dV = rV dt.

A V konkrét értékét visszaírva

df − ∂f

∂x
dS $ dV = rV dt $ r

(
f − ∂f

∂x
S

)
dt.

Ezt visszaírva és a dt kifejezéssel osztva a

∂f

∂s
+ r

∂f

∂s
S +

1
2
∂2f

∂x2
σ2S2 = rf (6.7)

parciális di�erenciálegyenletet kapjuk. Emlékeztetünk, hogy teljesülni kell az

f (T, S (T )) = Φ (S (T ))

feltételnek is. Ezt szokás Black�Scholes-féle parciális di�erenciálegyenletnek (PDE) mondani. Ez
speciális esete a

∂f

∂t
+ µ

∂f

∂x
+

1
2
σ2 ∂

2f

∂x2
+ rf + k = 0,

f (T, x) = Φ (x)

egyenletnek, ahol µ, σ, k a keresett f függvényhez hasonlóan a (t, x) független változók függvényei,
az r pedig konstans.

12A dolog lényege, hogy persze a µ is kiesik.
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6.4.3. Parciális és sztochasztikus di�erenciálegyenletek

A parciális di�erenciálegyenlet megoldását sztochasztikus di�erenciálegyenlet (SDE) segítségével
adjuk meg. El®ször tekintsük a következ® úgynevezett Cauchy-problémát13:

∂f

∂t
+ µ

∂f

∂x
+

1
2
σ2 ∂

2f

∂x2
+ k = 0, (6.8)

f (T, x) = Φ (x) .

A parciális di�erenciálegyenlethez formálisan14 rendeljük hozzá a

dX (s) = µ (s,X (s)) ds+ σ (s,X (s)) dw (s) ,
X (t) = x

sztochasztikus di�erenciálegyenletet. Vegyük észre, hogy az id® jelölésére a t helyébe s kerül,
az f függvényben szerepl® t id®paraméter és az x helyparaméter a kezdeti feltételben jelenik
meg. Ismételten megjegyezzük, hogy a sztochasztikus di�erenciálegyenletre felírt, sztochasztikus
analízisben megszokott jelölés valójában a tetsz®leges t < T id®pontokra teljesül®

X (T )− x = X (T )−X (t) =
∫ T

t

µ (s,X (s)) ds+
∫ T

t

σ (s,X (s)) dw (s)

integrálegyenl®ség teljesülését jelenti. Vezessük be az úgynevezett Dinkin-operátort, amely a PDE-
ben szerepl® x szerint vett deriváltakat tartalmazó tagokból áll:

Af $ µ
∂f

∂x
+

1
2
σ2 ∂

2f

∂x2
.

Az A segítségével a (6.8) PDE

∂f

∂t
+Af + k = 0, f (T, x) = Φ (x) (6.9)

módon írható. Legyen15 f (t, x) ∈ C2 az egyenlet megoldása. Az id®t®l függ® Itô-formula alapján

df =
∂f

∂s
ds+

∂f

∂x
dX +

1
2
∂2f

∂x2
d [X] ,

ugyanis miként korábban láttuk a másodrend¶ tagban a többi kvadratikus variáció nulla. Az X
képletét a dX tagba behelyettesítve az integrálokra vonatkozó asszociativitási szabály miatt

∂f

∂x
dX =

∂f

∂x
(µds+ σdw) = µ

∂f

∂x
ds+ σ

∂f

∂x
dw.

Az X két tag összege, így az
(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2

nevezetes összefüggés triviális alkalmazásával

[X] = [µds+ σdw] = [µds] + 2 [µds, σdw] + [σdw] .

Miként láttuk, ha a kvadratikus variációban valamelyik kifejezés korlátos változású, akkor a
kvadratikus variáció nulla, így16

[X] = [σdw] .
13Vegyük észre, hogy a feladat homogén, vagyis nem tartalmazza az f függvényt, csak a deriváltjait, vagyis az

rf tagot elhagytuk.
14Hangsúlyozni kell, hogy a hozzárendelés formális, következésképpen mechanikus.
15Az f ∈ C2 jelölés azt jelenti, hogy az f kétszer folytonosan deriválható.
16A µds kifejezés korlátos változású, ugyanis a di�erencia jelölés mögött az

∫ t
0 µds integrál van, amely teljes

megváltozása, mint tudjuk,
∫ t
0 |µ| ds <∞.
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A sztochasztikus integrálok kvadratikus variációjának képlete miatt

[σdw] (t) $

[∫ t

0

σdw

]
=
∫ t

0

σ2d [w] =
∫ t

0

σ2ds.

A Dinkin-operátor mint jelölés segítségével a kifejezés

df =
∂f

∂s
ds+

∂f

∂x
dX +

1
2
∂2f

∂x2
d [X] =

=
∂f

∂s
ds+ µ

∂f

∂x
ds+ σ

∂f

∂x
dw +

1
2
σ2 ∂

2f

∂x2
ds =

=
(
∂f

∂s
+ µ

∂f

∂x
+

1
2
σ2 ∂

2f

∂x2

)
ds+ σ

∂f

∂x
dw =

=
(
∂f

∂s
+Af

)
ds+ σ

∂f

∂x
dw.

Az egyenl®séget integrálként részletesen kírva és felhasználva, hogy az f megoldása a PDE-nek,
vagyis teljesül a (6.9):

f (T,X (T ))− f (t,X (t)) =
∫ T

t

(
∂f

∂s
+Af

)
ds+

∫ T

t

∂f

∂x
σdw =

=
∫ T

t

−kds+
∫ T

t

∂f

∂x
σdw.

Ha a második tag elég jó17, akkor mind a két oldalon várható értéket véve, a megszokott módon
felhasználva, hogy a sztochasztikus integrál várható értéke nulla

E (f (T,X (T ))− f (t,X (t))) = E

(∫ T

t

−kds

)
+ E

(∫ T

t

∂f

∂x
σdw

)
=

= E

(∫ T

t

−kds

)
.

Mivel az X (s) eleget tesz az SDE-nek, ezért a kezdeti feltétel miatt X (t) = x, tehát az

f (t,X (t)) = f (t, x)

konstans. Az összefüggést átalakítva

E (f (T,X (T ))− f (t,X (t))) = E (f (T,X (T ))− f (t, x)) =
= E (f (T,X (T )))− f (t, x) =

= E

(∫ T

t

−k (s,X (s)) ds

)
.

Átrendezve

f (t, x) = E (f (T,X (T ))) + E

(∫ T

t

k (s,X (s)) ds

)
=

= E (Φ (X (T ))) + E

(∫ T

t

k (s,X (s)) ds

)
,

ahol felhasználtuk, hogy az f megoldása a PDE-nek, tehát minden y-ra

f (T, y) = Φ (y) ,
17Vagyis a sztochasztikus integrál nem csak lokális martingál, hanem valódi martingál.
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így
f (T,X (T )) = Φ (X (T )) .

A közgazdasági alkalmazásokban k = 0, így ilyenkor

f (t, x) = E (Φ (X (T ))) ,

vagyis a parciális di�erenciálegyenlet megoldása, a T id®pontban lev® peremérték segítségével
várható értékeként számolható. Vegyük észre, hogy az E várható érték a sztochasztikus di�er-
enciálegyenlethez tartozó valószín¶ség szerint értend®. A sztochasztikus di�erenciálegyenlet egy
matematikai segédeszköz, amely közvetlenül a parciális di�erenciálegyenlethez tartozik és ezért
teljesen független attól, hogy miként jutottunk a parciális di�erenciálegyenlethez. A derivatív
árazás elméletében a parciális di�erenciálegyenletet egy másik sztochasztikus di�erenciálegyenlet-
b®l vezetjük le, amely egyenlet az árak mozgását írja le és amely egyenlet a statisztikailag meg-
�gyelhet® valószín¶ségi mez® felett van értelmezve. A parciális di�erenciálegyenlet megoldásakor
használt segédmez® azonban egy másik valószín¶ségi mez®18, amelyet szokás kockázatmentes
valószín¶ségi mez®nek nevezni és amely elvileg semmilyen kapcsolatban sincsen az eredeti prob-
lémában szerepl® statisztikailag meg�gyelt adatokra támaszkodó valószín¶ségi mez®vel.

Térjünk visssza az eredeti

∂f

∂t
+ µ

∂f

∂x
+

1
2
σ2 ∂

2f

∂x2
+ k + rf = 0, f (T, x) = Φ (x)

inhomogén PDE-re. Az inhomogén egyenlet helyett vegyük a

∂h

∂t
+ µ

∂h

∂x
+

1
2
σ2 ∂

2h

∂x2
+ k exp (rt) = 0, h (T, x) = exp (rT ) Φ (x) = Ψ (x)

homogén egyenletet. Vezessük be az

f (t, x) = exp (−rt)h (t, x)

függvényt, vagyis
h (t, x) = exp (rt) f (t, x) .

Mivel
∂h

∂t
=

∂

∂t
exp (rt) f (t, x) = r exp (rt) f (t, x) + exp (rt)

∂

∂t
f (t, x) ,

ezért

0 =
∂h

∂t
+ µ

∂h

∂x
+

1
2
σ2 ∂

2h

∂x2
+ k exp (rt) =

= exp (rt)
[
∂f

∂t
+ µ

∂f

∂x
+

1
2
σ2 ∂

2f

∂x2
+ rf + k

]
,

ami csak úgy lehetséges, ha

∂f

∂t
+ µ

∂f

∂x
+

1
2
σ2 ∂

2f

∂x2
+ rf + k = 0.

A már bemutatott módon a homogén egyenletet megoldva

h (t, x) = E (h (T,X (T ))) + E

(∫ T

t

exp (rs) k (s,X (s)) ds

)
=

= E (Ψ (X (T ))) + E

(∫ T

t

exp (rs) k (s,X (s)) ds

)
=

= exp (rT ) E (Φ (X (T ))) + E

(∫ T

t

exp (rs) k (s,X (s)) ds

)
,

18Amely csak a matematikusok által kreált fantáziavilágban létezik.
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az inhomogén egyenlet megoldása

f (t, x) = exp (r (T − t)) E (Φ (X (T ))) +

+ exp (−rt) E

(∫ T

t

exp (rs) k (s,X (s)) ds

)
.

Ha k = 0, akkor
f (t, x) = exp (r (T − t)) E (Φ (X (T ))) .

6.4.4. A derivatív árazás alapképlete

Vegyük észre, hogy a Black�Scholes-féle egyenletben szerepl® r kamatláb a mi jelölésünk szerint
éppen −r, így az eredeti jelölésre áttérve

f (t, x) = exp (−r (T − t)) E (Φ (X (T ))) ,

vagyis az Black�Scholes-féle egyenlet megoldása, a derivatíva jelenlegi t id®pontban vett ára, a T
jöv®beli Φ (X (T )) ki�zetés diszkontált várható értéke, ahol a várható értéket, illetve az X (T ) vál-
tozót a parciális di�erenciálegyenlethez rendelt fantáziavilágban, az úgynevezett kockázatmentes
világban kell venni19.

6.4.5. Példák

Tekintsünk néhány példát:

1. Oldjuk meg a
∂h

∂t
+

1
2
σ2 ∂

2h

∂x2
= 0, h (T, x) = x2

PDE-tet.

Rendeljük hozzá a sztochasztikus di�erenciálegyenletet

dX (s) = 0 · ds+ σdw (s) , X (t) = x.

Az egyenlet könnyen megoldható, a megoldása

X (s) = x+ σ (w (s)− w (t)) .

A Wiener-folyamat tulajdonságai alapján X (s) ∼= N
(
x, σ
√
s− t

)
. Ezt felhasználva a megoldás

h (t, x) = E
(
X2 (T )

)
= D2 (X (T )) + E2 (X (T )) =

= σ2 (T − t) + x2.

Valóban

∂h

∂t
+

1
2
σ2 ∂

2h

∂x2
= −σ2 + σ2 = 0

h (T, x) = σ2 (T − T ) + x2 = x2.

2. Oldjuk meg a
∂h

∂t
+

1
2
x2 ∂

2h

∂x2
+ x = 0, h (T, x) = lnx2

PDE-tet.
19Az eredeti Black�Scholes modelben az árak jelölése S, mi következetesen X-szel jelöljük a sztochasztikus dif-

ferenciálegyenlet változóját hangsúlyozva, hogy a kett®nek semmi köze egymáshoz.
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Hagyjuk el®ször el a k (t, x) = x konstans tagot, vagyis tekintsük a

∂h

∂t
+

1
2
x2 ∂

2h

∂x2
= 0, h (T, x) = lnx2

egyenletet. Rendeljük hozzá a

dX (s) = 0 · ds+X (s) dw (s) = X (s) dw (s) , X (t) = x,

SDE-tet. Az egyenlet ismételten könnyen megoldható. A (6.6) képlet alapján

X (s) = x exp
(
−1

2
(s− t) + w (s− t)

)
.

Az X (T ) változót a Φ (x) = lnx2 függvénybe betéve

ln
(
X2 (T )

)
= − (T − t) + 2N

(
0,
√
T − t

)
+ lnx2,

amib®l

h (t, x) = E
(
− (T − t) + 2N

(
0,
√
T − t

)
+ lnx2

)
=

= (t− T ) + lnx2.

Valóban

∂h

∂t
+

1
2
x2 ∂

2h

∂x2
= 1 +

1
2
x2

(
1
x2

2x
)′

=

= 1 + x2

(
1
x

)′
=

= 1 + x2

(
− 1
x2

)
= 0.

h (T, x) = (T − T ) + lnx2 =
= lnx2.

Az eredeti egyenletet az

f (t, x) = E (Φ (X (T ))) +
∫ T

t

E (k (s,X (s))) ds

általános formula alapján oldjuk meg, ahol k (s, x) az általános szabad konstans tag a (6.8) egyen-
letben20. A lognormális eloszlás várható értékére vonatkozó képlet alapján

E (k (s,X (s))) = E (X (s)) = E
(
x exp

(
−1

2
(s− t) + w (s− t)

))
= x exp

(
−1

2
(s− t) +

1
2

(s− t)
)

= x,

amib®l ∫ T

t

E (k (s,X (s))) ds = x

∫ T

t

1ds = x (T − t) .

Ez alapján
f (t, x) = (t− T ) + lnx2 + x (T − t) .

20Feltéve, hogy a két integrál felcserélhet®, de ezt igen általános feltételek mellett meg lehet tenni. A legegysz-
er¶bben ellen®rizhet® feltétel, hogy a kett®s integrálban szerepl® integrandus nem negatív.
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Valóban

∂f

∂t
+

1
2
x2 ∂

2f

∂2x2
+ x = 1− x+

1
2
x2

(
1
x2

2x
)′

+ x =

= 1 + x2

(
1
x

)′
= 0

f (T, x) = lnx2.

3. Oldjuk meg a

∂h

∂t
+
∂h

∂x
+

1
2
σ2 ∂

2h

∂x2
= 0,

h (T, x) = x2

PDE-tet.

Rendeljük hozzá a sztochasztikus di�erenciálegyenletet.

dX (s) = 1ds+ σdw (s) , X (t) = x.

Az egyenlet

X (T )− x =
∫ T

t

ds+ σ

∫ T

t

dw = T − t+ σ [w (T )− w (t)] ∼=

∼= N
(
T − t, σ

√
T − t

)
.

A megoldóképlet alapján

h (t, x) = E
(
N2
(
x+ T − t, σ

√
T − t

))
= σ2 (T − t) + (x+ T − t)2

.

Valóban

∂h

∂t
+
∂h

∂x
+

1
2
σ2 ∂

2h

∂x2
= −σ2 + 2 (x+ T − t) (−1) +

+2 (x+ T − t) +
1
2
σ22

= 0,

h (T, x) = x2.

4. Oldjuk meg a

∂h

∂t
+ x

∂h

∂x
+

1
2
x2 ∂

2h

∂2x2
= 0,

h (T, x) = lnx2

PDE-tet.

Rendeljük hozzá a
dX (s) = X (s) ds+X (s) dw (s) , X (t) = x

sztochasztikus egyenletet, amely lineáris sztochasztikus di�erenciálegyenlet, tehát a megoldása

X (s) = x exp
((

1− 1
2

)
(s− t) + w (s− t)

)
.
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A parciális di�erenciálegyenlet megoldása

h (t, x) = E
(
lnX2 (T )

)
= lnx2 + E

(
N
(
T − t,

√
T − t

))
=

= lnx2 + T − t.

Valóban a peremfeltétel triviálisan teljesül, és

∂h

∂t
+ x

∂h

∂x
+

1
2
x2 ∂

2h

∂2x2
=

= −1 + x
2
x

+
1
2
x2

(
− 2
x2

)
=

= −1 + 2− 1 = 0.

5. Oldjuk meg a

∂h

∂t
+ x

∂h

∂x
+

1
2
x2 ∂

2h

∂2x2
+ x2 = 0,

h (T, x) = lnx2

PDE-tet.

Rendeljük hozzá a
dX (s) = X (s) ds+X (s) dw (s) , X (t) = x

sztochasztikus di�erenciálegyenletet. Ez ismételten lineáris sztochasztikus di�erenciálegyenlet,
tehát a megoldása

X (s) = x exp
((

1− 1
2

)
(s− t) + w (s− t)

)
.

A parciális di�erenciálegyenlet megoldása

h (t, x) = E
(
lnX2 (T )

)
+
∫ T

t

E
(
X2 (s)

)
ds.

Az egyes komponenseket kiszámolva

E
(
lnX2 (T )

)
= E

(
lnx2 + 2

[
1
2

(T − t) + w (T − t)
])

=

= lnx2 + E
(
N
(

(T − t) , 2
√
T − t

))
=

= lnx2 + T − t,

illetve a lognormális eloszlás várható értékére vonatkozó képlet alapján∫ T

t

E
(
X2 (s)

)
ds = x2

∫ T

t

E (exp (s− t+ 2w (s− t))) ds =

= x2

∫ T

t

exp (3 (s− t)) ds =

= x2 [exp (3 (s− t))]Tt =

=
x2

3
(exp (3 (T − t))− 1) .

Összefoglalva:

h (t, x) = lnx2 + T − t+
x2

3
(exp (3 (T − t))− 1) .
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Ha t = T, akkor
h (T, x) = lnx2,

vagyis teljesül a peremfeltétel. Az egyenletbe behelyettesítve

∂h

∂t
+ x

∂h

∂x
+

1
2
x2 ∂

2h

∂2x2
+ x2 =

−1− x2 exp (3 (T − t)) +

+2x
1
x

+
2x2

3
[exp (3 (T − t))− 1] +

−2
2
x2 1
x2

+
1
2

2x2

3
[exp (3 (T − t))− 1] +

x2,

amely az összevonásokat elvégezve nulla.


