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Ezt a jegyzetet két okbol irtam: Egyrészt Ossze akartam foglalni a Gazdasdgmatematika
szakon az elmilt harom évben tartott el6adasaimat, méasrészt egyértemtien jelezni akartam a
hallgatoknak, hogy mi a tananyag, mit varok el téliikk a vizsgan. A jegyzet pontosan koveti
a medvegyev.uni-corvinus.hu honlapon szerepl§ tananyagot. Mintegy annak Oszefoglalasa és
Osszeszerkesztése. A tananyag tartalman harom év alatt nem sokat valtoztattam. A jegyzet
Osszeallitdsa soran viszonylag kénnyd dolgom lett volna ha a feltdltott allomanyok egy jelentGs
részének nem veszett volna el a forrdsa. Ez sem okozott azonban sok gondott ugyanis igy csak
vissza kellett nyilnom az eredeti forrasukhoz, a Valdsziniségszamitds és a Sztochasztikus analizis
kényvekhez. Evvel persze az elmult évek kisebb javitasai esetleg elvesztek és esetleg az eredeti
anyagokban levé hibak tjra visszakeriiltek.

Természetesen a jegyzet alapvetSen a sztochasztikus folyamatok modern elméletérdl szol, de
mindig a kozgazdasagi, elssorban pénziigyi alkalmazasok szemléletébdl kiindulva. Ezért a tar-
gyals tengelyében a sztochasztikus integréalas elmélete van. Az egyes fejezetek a honlapon jelzett
pontoknak felelnek meg. Idénként el6rehivatkozéasokkal is taldlkozhat az olvasé, és altaldban a
tételek rendje nem feltétleniil logikus. Ugyanis ez egy jegyzet és nem egy tankdnyv.



1. fejezet

A sztochasztikus folyamatok
altalanos elmélete

A tovabbiakban rogzitsiik az (€2, A, P) valoszintségi mez6t. Az (Q,.A) szerint mérhetd, valos szam
érteki fiiggvények Osszességére mint valoszintségi valtozokral fogunk hivatkozni. Az (9, A, P)
mez6rol feltessziik, hogy teljes, vagyis tartalmazza a nulla valészintiséggel rendelkezé halmazok
Osszes részhalmazat is. Ez a feltétel, bar nem jelent megszoritast némiképpen megleps?. A teljessé-
gre azonban folyamatosan sziikségiink lesz. Példaul folytonos idéparaméter mellett is biztositani
szeretnénk, hogy a Borel-halmazok talalati ideje? mindig megéllasi id6* legyen. Ennek igazolasa a
vetitési tételre® épiil, és a vetitési tétel alkalmazasakor fel kell tételezni a mérhets tér teljességét.
A sztochasztikus folyamatok elméletében sokszor talalkozhatunk olyan mérhetd fliggvényekkel,
amelyek pozitiv mértékd halmazon végtelenek, vagyis a fliggvény értékkészlete hangsilyozottan
nem az R, hanem a kiterjesztett valos szdmok R = [—oo, 0o] halmaza. A legfontosabb példat a
véletlen id6pontban bekdvetkezs, igynevezett megallasi id6k, mas néven megéallasi szabalyok szol-
galtatjdk. Ha a megallasi szabaly altal reprezentalt esemény valamely kimenetelre nem kdvetkezik
be, akkor a szabaly értékét az adott kimenetelen célszeri végtelennek valasztani, igy a megallasi
idok értéke pozitiv valdszintiségli halmazon végtelen lehet. A sztochasztikus folyamatok értékeit
minden idépontban valészintiségi valtozéonak tekintjiik, el6fordulhat azonban, hogy valamely sz-
tochasztikus folyamat értéke bizonyos idépontokban végtelen®.

1.1. Sztochasztikus folyamatok trajektoériai

Els6 megkozelitésben a sztochasztikus folyamat olyan X (¢, w) kétvaltozos fiiggvény, amely rogzitett
t parameéter esetén az (€2, A, P) téren értelmezett valoszintségi valtozo. A lehetséges id6paraméterek
© halmaza rendszerint a valds szamok részhalmaza. Ha folytonos idejii sztochasztikus folyama-
tokat vizsgalunk, akkor a © egy intervallum, altalaban © = R, = [0, 00), de paraméterhalmazként
a [0,00] és a (0,00) is gyakran eléfordul. A tovdbbiakban, ha masképpen nem emlitjiik, akkor a
lehetséges id6pontok © halmazan az R, félegyenest értjiik. A sztochasztikus folyamat definicid
azonban pontositdsra szorul. A valoszintségi valtozok a valdszintiségszamitas és a matematikai
analizis felfogasa szerint ekvivalenciaosztalyok. Ennek megfelelGen rogzitett w esetén nem beszél-

1v.6.: A valészintiségi valtozo fogalma és trajektoriak probléméja.

2A teljesség feltétele mindig garantalhato, igy Artalmatlan és lényegtelen feltételnek ttinik. A megkdtés meglepd
volta éppen az, hogy erre a ,jelentéktelen”, és éppen ezért ,gyands” feltételre egyaltalan sziikség van. A feltétel
»gyanus” volta éppen abban all, hogy a valészintiségszamitasban hasznalt absztrakt mértékelmélet kifejtése soran a
teljességre tulajdonképpen nincsen sziikség.

3V.6.: 1.19. definici6, 10. oldal.

4V.6.: 1.14. definicio, 8. oldal.

5V.6.: 1.22. tétel, 10. oldal.

6Tipikus példa a pontfolyamatokhoz rendelt szamlalé folyamat.
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hetiink az X (t,w) értékrsl”. Mivel erre sziikségiink van, a tovabbiakban valdszintségi valtozo
alatt nem az ekvivalenciaosztalyt, hanem a fiiggvényosztalybol alkalmas szabalyok szerint kivett
konkrét reprezentanst értiink®. Masképpen a sztochasztikus folyamat megadasakor meg kell adni
a fiiggvényosztalyt, amely tartalmazza a trajektoriakat.

Definicid.

Valamely (Q, A,P) mezdn és © idéhalmazon értelmezett sztochasztikus folyamaton olyan a © x §)
halmazon értelmezett kétvdltozds figgvényt értink, amely a mdsodik koordindtdjiban az (Q2, A, P)
mezdn értelmezett mérhetd valds fiigguény.

Definicid.

Ha az w € Q kimenetelt régzitjik, akkor a t — X (t,w) hozzdrendeléssel definidlt X (,w) : © — R
fiigguényt az X sztochasztikus folyamat w kimenetel melletti realizdcidjanak vagy trajektoridjanak
fogjuk nevezni.

Ebben a felfogasban a folyamat konkrét realizéciéja nem ,idépontonként” fiigg a véletlentél, hanem
a realizacio ,egésze” fiigg téle. A sztochasztikus folyamatok ,lezajlasat” nem célszertd ugy elgo-
ndolni, hogy minden idépontban ,kockit vetiink”, hanem tgy, hogy a folyamat ,elején” egyszer
generdlunk egy véletlen kimenetelt, amely méar kivilasztja a folyamat teljes realizacidojat. A lat-
sz0lagos ,szemléleti ellentmondast” ugy oldhatjuk fel, ha megjegyezziik, hogy az 2 halmaz &l-
taldban mar maga is fliggvénytér, amely a ¢ € © paramétertdl fliggd fiiggvényekbdsl all, tehat az
w € ) meghatérozasa egy ,véletlen folyam” kivalasztasat jelenti”. Mindjart a targyalas elején cél-
szerd jelezni, hogy a trajektoridkrol folytonossagi megkotéseket fogunk tenni. Igen gyakran meg
fogjuk kovetelni a trajektoriak folytonossagat, vagy hogy a trajektoridknak minden idépontban
legyen jobb és bal oldali hatarértéke.

Definicid.

Az X folyamatot jobbrdl reguldrisnak mondjuk, ha a trajektoridi jobbrdl folytonosak és rendelkeznek
bal oldali hatdrértékkel. Hasonldan, ha a folyamat trajektoridi balrol folytonosak és rendelkeznek
jobb oldali hatdrértékkel, akkor a folyamatot balrél requldrisnak mondjuk. Az értelmezési tartomdny
alsé hatdrdan a folyamat bal oldali hatdarértékén, illetve az értelmezési tartomdny felsé hatdran a
folyamat jobb oldali hatdrértékén, definicio szerint, a folyamat helyettesitési értékét értjiik, feltéve
természetesen a helyettesitési érték létezik.

Némiképpen meglepd, de az, hogy a szakadési pontokban a folyamat a jobb, vagy a bal oldali
hatarértékét veszi fel lényeges megkdtést jelent. Ezt azért érdemes jelezni, hogy az olvasé mindjart
a targyalas elején érzékelje a trajektoridkra, illetve a folyamatokra tett mérhetGségi és folytonossagi
megkotések sulyat. Ha az X folyamat trajektéridi minden idépontban rendelkeznek jobb és bal
oldali hatarértékkel, akkor beszélhetiink a folyamat

AX () = X (t+) — X (t-)

ugrasairol. Az értelmezési tartoméany alsé és fels6 hataran a hatarértékekre vonatkozé konven-
cionak megfelelen az Ry-on értelmezett, jobbrol regularis fiiggvény esetén AX (0) = X (04) —
X (0—) = 0. Példaul a xp, fiiggvény, legalabbis mint sztochasztikus folyamat a ¢t = 0 pontban
balrdl és jobbrol is folytonos, a ¢ = 0 nulla pontban vett ugrasa a konvenciénak megfelelGen

"Ez az a nullmértékd halmazok bossztja!!l Most bajik ki a sz6g a zsakbol. Pontosabban mar kibajt a feltételes
varhato érték definiciojakor, de akkor még nem latta senki.

8 Az, hogy ez megtehetd vagy sem, az mindig egy jo kérdés. Szemben a valoszintiségszamitas legtbb kérdésével a
sztochasztikus folyamatok elmeélete egy sor nem trivialis részletkérdéssel terhelt, igen technikas teriilet. A sziikséges
technika elsajatitasanak kényszere éppen a nullmértékii halmazok bosszijal

9Altalaban Q a lehetséges trajektoridk halmaza, és a kiilsnbdz6 folyamatokat az Q-an megadott mértékek
definialjak. Ebben a szemléletben a folyamatok, vagy legalabbis az alapfolyamatok, konstrukci6ja alkalmas mértékek
konstrualasat jelenti. Ha Q a lehetséges trajektoridk tere, akkor a folyamat kanonikus modelljérél beszéliink. A szto-
chasztikus folyamatok elmélete nem filiggvénytér értékii valoszintiségi valtozokkal foglalkozo valdszintliségszamitas,
de az elmélet szamos kérdése fliggvénytereken értelmezett mértékek vizsgalatara vezethetd vissza.
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nem egy hanem nulla! Természetesen nem akarjuk a hatarérték fogalmat tjradefinidlni'®, csak a
szohasznélat egyszertisitésérdl és a terminologia pontositasarol van szo.

1.2. Filtracio, adaptalt és progressziven mérhets folyamatok

Minden folyamat alapvets sajatossaga az alapul vett idG ,irreverzibilis valtozasa”. Az ,id6 mulasat”
a filtracio fogalma irja le.

Definicié.
Az (Q, A, P) valdsziniségi mezén minden t € O iddponthoz rendeljik hozzd egy F; C A o-algebrdt.
Ha minden s < t esetén Fy C Fy, akkor az F = (Fy),cq 0sszességet eseményfolyamnak, filtrdacionak
nevezzik. Az (Q, AP, F) négyest sztochasztikus alaptérnek mondjuk. Az F filtricid segitségével
elkészithetjiik az

]:t-i- = ms>t-7:sa

o-algebrat.
1. Az F filtrdcio jobbrdl folytonos, ha minden t-re Fy = Fyy.

2. Azt mondjuk, hogy az (Q, AP, F) sztochasztikus alaptér teljesiti a szokdsos feltételeket ha
az F jobbrdl folytonos, az Fy tartalmazza az (2, A, P) nulla halmazait valamint az (2, A,P)
teljes.

Miként az elnevezés is mutatja, a sztochasztikus alaptérrél mindig fel fogjuk tenni a szokasos
feltételeket. Az F, o-algebrat szokas ugy interpretalni, mint az olyan események halmaza, amelyek
bekovetkezése, illetve be nem kovetkezése a ¢ idGpontig eldonthetd, masképpen fogalmazva F; a
t id6pontig ,felhalmozdédott” informéciok Gsszessége. A nulla halmazokra vonatkozé feltétel ugy
interpretalhato, hogy ezek bekovetkezését irrelevansnak gondoljuk.

A filtracio fogalméval esetlegesen elGszor taldlkozd olvaséban felmeriilhet, hogy miként lehet filtra-
ciot ,késziteni”, illetve hogy az A o-algebranak milyen rész o-algebrai vannak. Filtraciot szamos
modszerrel lehet megadni. Tekintsiik az ugynevezett kanonikus modellt, vagyis tegyiik fel, hogy
az () elemei a © paramétertéren értelmezett alkalmas tulajdonsiggal rendelkezé fliggvények, és
az (9, A) eseménytér legyen a szorzatmérhetGség altal indukalt mérhetGségi struktira, vagyis tek-
intsiik az

{w:w(ty)eh,...,w(ty) € I,} (1.1)
alakt halmazok &ltal generélt o-algebrat, ahol a t1,...,¢, id6pontok a © tetszéleges elemei, az
L,..., I, pedig az esemény megfogalmazasédhoz sziikséges halmazok. Ha az F} halmazt tugy

definialjuk, mint az olyan (1.1) alaka halmazok altal generélt o-algebrat, amelyekre a ¢; id6pontok
egyike sem nagyobb mint ¢, akkor monoton névekeds o-algebra sorozathoz jutunk. Az FP is-
meretében az Y (t,w) = w (t) folyamat aktuéalis realizaciojat meghatarozo w kimenetel ¢ id6pontig
valé lefutasa meghatarozhaté, hiszen tetszéleges s < ¢ id6pontra és I intervallumra eldonthetd,
hogy az

{w(s)el}e R

esemény teljesiilt vagy sem. Természetesen, ha s > t, akkor az w (s) alakulasit az F_ mar ,nem
irja el¢”. Ez a konstrukcié specidlis esete a kovetkezének: Rogzitsiik az X alapfolyamatot, és
FX =0 (X (s):s<t). Mindkét esetben a fels§ index arra utal, hogy a definialt filtracié még nem
azonos a tényleges filtracioval. Ennek oka, hogy a folyamat altal generalt filtracioé altalaban nem
teljesiti a szokasos feltételeket, azaz nem tartalmazza a nullmértékd halmazokat és legtobbszor
nem jobbrél folytonos. Mivel ez igen nagy hidnyossag, ezért az FX filtraciot ki kell béviteni.
Leggyakrabban a tényleges F filtraciot az X alapfolyamat és az (2, A, P)-nullmértékd halmazok

10Az értelmezési tartomanyon kiviilr6l nem lehet hatarértéket venni, igy az altalunk bevezetett konvencié nem
iitkozik a megszokott definicioval. Megjegyezziik, hogy az irodalomban néhany szerzé az X (0—) = 0 konvenci6val
él. Tlyenkor altalaban (AX) (0) = X (0) # 0.
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valamilyen N C A osztélya generdlja, vagyis F; = o (F;X UN). Az igy kapott F filtraciot szokés
az FX kibovitett filtraciojanak mondani. Megleps modon a kibévitett filtracio igen gyakran!!
jobbrol folytonos, vagyis teljesiti a szokésos feltételeket. Ezt mutatjuk be a kovetkezd alapvetd

jelentdségii példavall?:

Példa.
A filtrdcio kibovitése lényeges, az FiX = o (X (s) : s < t) nem feltétleniil jobbrol folytonos.

Az X folyamat legyen egy w Wiener—folyamat és F' legyen az olyan w kimenetelek halmaza,
amelyhez van £ > 0, hogy a [0, ¢] szakaszon a w (w) trajektoria nulla. Vildgos, hogy F = U, F,,
ahol F,, az olyan kimenetelek halmaza, ahol a w (w) nulla a [0,1/n] szakaszon. Az F,, mérhetd,
hiszen ekvivalens a w (r,,,w) = 0, r,, € [0,1/n]NQ feltétellel'®. Evidens moédon'* P (F,) = 0, ezért
az F is mérhets és P (F) = 0. Definici6 szerint w (0) = 0, ezért FJ = {Q, 0}, ugyanis tetszéleges
konstans értéki fliggvény altal generalt o-algebra csak az {ires halmazbdl, illetve az alaphalmazbol
all'>. Tehat'® F ¢ F§. Hat >0 és 1/n < t, akkor F,, € 7, amib6l Uy )<, F,, € F;. Ugyanakkor
tetszéleges t-re

Ul/nStFn =F,

ugyanis evidens moédon U, /,<;F,, C F, de ha w € F, akkor alkalmasan nagy n-re w € F, C
Ut /n<tFy. Ebb6l viszont F € My oFY = Fo,., vagyis Fo # Fo,.
O

A példa fényében némiképpen megleps a kovetkezd allitas:

Allitas.
Ha F jeloli valamely w Wiener-folyamat kibdvitett filtrdcidgjat, akkor az F jobbrdl folytonos.

Definici6. (Adaptalt folyamat)

Ha az X folyamat minden t idépontban az w szerint Fy-mérhetd, vagyis ha minden t-re az X (t)
vdltozd, Fi-mérhets, akkor azt mondjuk, hogy az X adaptdlt az F-re nézve!”. Az A C © x Q
halmazt adaptdltnak mondjuk, ha az A halmaz x 4 karakterisztikus fiigguénye adaptdlt.

A tovébbiakban, ha csak explicite nem mondjuk az ellenkez$jét, mindig csak adaptélt folyam-
atokkal foglalkozunk. Konnyen belathatd, hogy az adaptélt halmazok o-algebrat alkotnak. Az
adaptéltsdg és a mérhetGség kozotti kiilonbség valasztja el a mértékelméletet a sztochasztikus
folyamatoktol. Az F, o-algebrak elvileg joval sziikebbek lehetnek mint az A, de mivel csak adap-
talt folyamatokkal foglalkozunk, feltehetjiik'®, hogy A = F., ahol Fo, = o (F; : t € O).

Vegyiik észre, hogy ha a filtracié jobbrol folytonos, akkor a nullhalmazokkal kib&vitett filtracié is jobbrol
folytonos marad, tehat a jobbrol folytonossag garantalasa a nehezebb.

12 A Wiener-folyamattal kés6bb részletesebben foglalkozni fogunk. A jelen példa els§ olvasasra kihagyhato.

13Ugyanis a w trajektoriai definicié szerint folytonosak.

A folyamat értékének eloszlasa minden idépontban folytonos, ugyanis a w (t) minden t-re normalis eloszlast.
Igy nulla annak a valészintisége, hogy w a folyamat megszamlalhaté elére megadott pontban nulla értéket vegyen
fel.

15Ugyanis a generalt o-algebra az f—! (B), B Borel-halmaz, alakt halmazokbdl all, és ha f azonosan konstans,
akkor az f~1 (B) vagy iires, vagy a teljes Q.

L6Felmeriilhet a kérdes, hogy esetleg F' = (. Megmutathat6 hogy ha Q = C (]0,00)) jel6li a [0, c0) szakaszon
értelmezett folytonos fiiggvények tsszességét és A a C ([0, 00)) szeparébilis metrikus tér Borel-halmazai, akkor van
olyan P valoszintiségi mérték az (€2, .A) mérhets struktiran, amelyre a w (¢, w) = w (t), w € Q koordinatafolyamat
Wiener—folyamat. (A pontossag kedvéért a Wiener—folyamatot w (0) = 0-val definialtuk, ezért a C ([0, c0)) helyett
csak a t = O-ban nulla fiiggvényeket kell venni, de ez a gondolatmenetet nem befolyasolja.) Ebben a specialis
esetben az F # () evidens modon teljesiil.

17 Az irodalomban szokés volt jovétsl valé fiiggetlenségrsl beszélni. Ez alatt az kellett érteni, hogy a folyamat
értéke a t id6pontban nem fiigg a ¢ utan felvett értékétél, a folyamatnak nincsenek a jovére nézve ,yvarakozasai’.

18TFeltehetjiik, de ennek semmi jelent&sége a késgbbiekben nem lesz.
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Példa.

Ha F; = {0,Q} minden t-re, akkor csak az w szerint konstans értéket felvevd sztochasztikus folyam-
atok adaptdltak'®. Az F; = A minden t-re, filtrdicidra nézve minden sztochasztikus folyamat adap-
talt.

Definicio. (Progressziven mérheté folyamat)
Az A C © x Q halmazt progressziven mérhetének mondjuk, ha minden t € © esetén

AN ([0,¢] x Q) € B([0,t]) x Ft,

vagyis az A halmaznak a [0,t] x Q halmazra vald leszikitése (B ([0,t]) x Fi)-mérhetd. A prog-
ressziven mérhetd halmazok o-algebrdt alkotnak, amelyet R-rel fogunk jeldlni. Az X folyamat
progressziven mérhetd, ha mint kétvdltozds fiiggvény R-mérhetd?.

A progressziven valé mérhetség fogalma némiképpen eréltetettnek tiinik. Miért nem elegendd az
adaptéltsdg? Milyen heurisztikus indok magyarazza a progressziven valdé mérhetGség bevezetését?
A filtraciot altalaban valamilyen, a vizsgalt modellben szerepld, ott explicit médon megadott kiilsé
véletlen forras definialja: a filtracié altalaban ezen kiilsg forras altal generélt filtracio, természete-
sen kiegészitve a nullmértékid halmazokkal. Ilyenkor a generalt o-algebrak strukttraja szerint?!
az F? o-algebraban szerepld tetszéleges eseményt a véletlen forras t el6tti megszamlalhatd szamu
idépontban valé megfigyelésébsl szarmazo informacié irja le. Az Fi-ben tehat nullmértéki hal-
maztdl eltekintve a megszamlalhaté megfigyeléssel leirhaté halmazok vannak. Ennek megfelelGen
az adaptaltsag heurisztikusan a megszamlilhaté idGpontban megfigyelt informaciotol valo fliggést
jelenti. A progressziven val6 mérhetGség megkiovetelése esetén a nem megszamlalhato szamossagu
idépontokban valé megfigyeléseket is figyelembe akarjuk venni??. Hangstlyozzuk, hogy az adap-
taltsag a parcidlis mérhetGségnek megfelel6 fogalom, a progressziven valé mérhetség a szorzat-
mérhetség altalanositisa. Altalaban a szorzatmérhetdség garantalasa nem is olyan egyszert. Az
egyediili j6l hasznélhatoé kritérium a kdvetkezs:

Allitas.
Ha az X adaptdlt folyamat minden realizdcidja minden idépontban vagy balrdl vagy jobbrdl folytonos,
akkor az X progressziven mérhetd®>.

Bizonyitas: Jelolje F a filtraciot. Tegyiik fel, hogy a folyamat trajektoriai jobbrol folytonosak.
Az egyszeriibb jelolés végett vegyiik a [0,00) intervallumot, és rogzitsiink le egy ¢ > 0 id6pon-
tot. Jeldlje X a lesztikitett folyamatot. Minden n € N természetes szamra osszuk fel a [0,¢]
intervallumot 2™ részre, és

k (k—=Dt k
X, () = | X (Bhw) ha se( = 24]
X (0,w) ha s=0

Mivel az s — F,; monoton, ezért az X,, 1épcsss folyamat B ([0,t]) x F; mérhets. A feltételezett
jobbrol valo folytonossag miatt, ha (s,w) € [0,¢] x Q, akkor

lim X, (s,w) =X (s,w),

19Ezeket szokas determinisztikus folyamatoknak mondani.

20Vagy ami ugyanaz, minden ¢ esetén a folyamat lesztikitése a [0,¢] idGszakszra (B ([0,t]) x Fi)-mérhets.

21 A mértékelméleti bevezetés soran meg szokds mutatni, hogy valamely fiiggvényhalmaz 4ltal generalt o-algebra
minden eleme benne van egy az eredeti halmaz egy alkalmas megszamlalhatoé részhalmaza &ltal generalt o-
algebraban. Masképpen egy fiiggvényhalmaz altal generalt o-algebra a generdléd fiiggvénysereg megszamlalhato
részhalmazai altal generdlt o-algebrak egyesitése.

22Kés6bb latni fogjuk, hogy a progressziven valé mérhetéség a sztochasztikus folyamatok trajektoériankénti inte-
gralasa soran, illetve a megallitott valtozok mérhet&ségének indoklasakor szerepel. Mindkét esetben a konstrukcid
soran készitett valtozok értéke az eredeti folyamat nem megszamlalhato id§pontban felvett értékétsl fiigg.

23 A balrol illetve a jobbrol valé folytonossag nem kimenetenként értends, hanem az egész folyamatra nézve vagy
az egyik vagy a mésik oldali folytonossagnak kell teljesiilnie. Ismételten hangstlyozzuk, hogy szinte kivétel nélkiil
mindig feltessziik, hogy a trajektoriak regularisak, vagyis hogy a trajektéridknak nincsen méasodfaju szakadasa, és
valamelyik oldalr6l folytonosak. Ennek megfelelen a progressziv mérhet@ség igen enyhe megkotés. Mivel az Fr = A
filtracibra minden sztochasztikus folyamat adaptalt, ezért specidlisan minden, az id§paraméter szerint jobbrol, vagy
balrél folytonos folyamat szorzatmérhetd.
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intervallum maésik végpontjiat megadva, az allitas igazolhatd akkor is, ha az X balrol folytonos.
O

Példa.
AX (t) = X (t) — X (t—) folyamat progressziven mérhetd.

folyamatok ugrasaibol 4ll6 folyamatok szolgéaltatjak. Ha az X folyamat példaul jobbrol regularis,
akkor az ugrasaibol allo AX (t) = X (¢t) — X (t—) folyamat nem lesz se jobbrol, se balrél folytonos,
de progressziven mérhetd lesz, ugyanis két progressziven mérhetd fiiggvény kiilonbsége.

0O

Példa.
Adaptalt folyamat, amely nem progressziven mérhetd.

Legyen © = Q = [0,1], a o-algebra mind a két halmazon legyen B ([0,1]). Az F filtracié minden
t-re alljon a [0, 1] egy pontbol &llé részhalmazai altal generalt o-algebra halmazaibodl. Legyen

o 1 ha t=w
X(t’”)_{o ha t#w

Vagyis X legyen a
A={(t,w):t=w} C[0,1] x [0,1]

atlo karakterisztikus fiiggvénye. Az X (t) minden ¢ id6pontban csak két értéket vehet fel, és
trividlisan adaptélt az F filtraciora nézve®*. Ugyanakkor az X példaul nem B (0) x Fi /o mérhetd,
és ezért az X nem progressziven mérhets. (Ha az X folyamat szorzat mérhetd lenne, akkor a

([0,1/2] x Q) N A = ([0,1/2] x Q)N {X = 1}

halmaz is szorzat mérhetd lenne és a halmaz Q halmazra valo vetiiletének, vagyis a [0,1/2] hal-
maznak, mérhetdnek kellene lenni?®.) Vegyiik észre, hogy ha P az Q = [0, 1] halmazon a Lebesgue-
mérték, akkor az X (¢) minden ¢ id6pontban ekvivalens az Y (¢) = 0 progressziven mérhetd folya-
mattal, vagyis az X-hez taldlhat6 olyan Y progressziven mérhets folyamat, hogy minden t-re az
X (t) és az Y (t) valosziniiségi valtozok ugyanabba az osztalyba tartoznak.

O

A progressziven valé mérhetGség igen enyhe feltétel, tulajdonképpen a sztochasztikus folyamatok
elméletében hasznalhaté legenyhébb hasznélhaté mérhetéségi megkotés. A progressziven vald
mérhetGség fontos kovetkezménye, amely a Fubini—tétel kdzvetlen folyoméanya, hogy a feltétel
teljesiilésekor tetszdleges u lokdlisan véges?® mérték esetén a

mmHAX@wW@

integralfolyamat adaptéilt marad. Hangsilyozni kell, hogy a p mértéknek lokélisan végesség miatt
definidlhato a V (t) = wp((0,t]) ,eloszlasfiiggvénye”, amely egy korlatos valtozasu fiiggvény. Ha
w1 ({0}) = 0, akkor a V' jobbrol regularis. A p({0}) = 0 megkdtésre a t = 0 pontban tett speciélis
megkotések miatt van sziikség. Ezt az észrevételt dltalanosithatjuk véletlen mértékek esetére is.

Allitas.

Legyen V' jobbrol reguldris és adaptdlt folyamat. Tegyiik fel tovdbbd, hogy a V mindegyik trajek-
toridja véges viltozdsi, vagyis az dsszes [0,t]. kompakt iddszakaszon az dsszes trajektoria korldtos
valtozdsi.

24Az {X (t) = 1} halmaz egyetlen pontbol all és igy eleme az egy pontbdl allé halmazok &ltal generilt o-
algebranak.

25Ha a legfeljebb megszamlalhaté halmazok mértéke nulla, a nem megszamlalhatéké pedig egy akkor a mértéktér
teljes.

26 A lokalisan végesség definici6 szerint azt jelenti, hogy minden kompakt halmaz mértéke véges. Igy a u o-véges.
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1. Ha minden w kimenetelre az X (w) trajektoridk a V(w) mértékre nézve az 0sszes véges
iddszakaszon integrdilhatoak, akkor az

Viw) = [ Xaw)Vse) =
= [T O X )V o) =
_ /OOOX([o,t])X(s,w)v(ds,w)

parametrikus integralok jobbrol requldrisak. Specidlisan ez a tulajdonsdg teljesil, ha az X
trajektoridi requldrisak®” .

2. Ha az X progressziven mérhetd, akkor az 'Y adaptdlt.

Bizonyitas: Az allitas elsd fele a majoralt konvergencia tétel kozvetlen kovetkezménye. Példaul

t+h
Y (t+,w) = }Ll{% ; X (s,w)V (ds,w) =

t+1

= %1{1% ; X ([0,t+ R]) X (s,w) V (ds,w) =
t+1

- %li%/o B (0. 1) X (s5,) V (ds, ) =
t+1

= %1{% ; x ([0,t]) X (s,w) V (ds,w) =

/0 X (s,w)V (ds,w) =Y (t,w).

A Dbizonyitasban természetesen minden egyes w kimenetelre a V (w) trajektoria altal generalt
mérték szerint kellett kiilon-kiilon integralni. A regularis trajektoria definiciéja miatt a V' minden
trajektoriaja folytonos a t = 0 pontban, igy a {t = 0} pont mértéke az Gsszes kimenetelre nulla. Az
elsé tulajdonsag mésodik fele egyszert kovetkezménye annak, hogy egy reguléris fiiggvény minden
kompakt halmazon korlatos: Ha ez nem igy lenne és egy reguléris f fiiggvény egy kompakt [a, b]
szakaszon nem lenne korlatos, akkor egy alkalmas az [a, b] szakaszbdl vett (¢,,) sorozatra |f (¢,)| > n
lenne. Mivel az [a,b] kompakt ezért feltehets, hogy a sorozatnak van részsorozata, amely egy
t* € [a,b] ponthoz konvergal. A szémegyenes elemi tulajdonsiga miatt a t* vagy egy jobbrol
vagy balrol vett sorozattal és elérhets. De ez trividlisan ellentmond annak, hogy az f-nek minden
pontban van jobbrél és balrél is hatarértéke.

A bizonyitas masodik felére ratérve vegyiik észre, hogy mivel a V nem determinisztikus, az allitas
masodik felének igazolasidhoz nem alkalmazhatjuk kozvetleniil a Fubini-tételt, de a Fubini-tétel
bizonyitdsanak gondolatmenete értelemszeriien kiterjeszthets erre az esetre is. Jelolje ‘H az olyan
korlatos folyamatok csaladjat, amelyre az Y (¢) minden t-re Fi-mérhets. Mivel a feltétel szerint a
véges idGszakaszokon a V minden trajektoridja korlatos valtozasi, ezért az altala generélt mérték
minden kimenetelre minden véges idGszakaszon véges, igy a korlatos fiiggvények integralhatoak,
kovetkezésképpen a ‘H linedris tér és a ‘H, tartalmazza a konstans X = 1 folyamatot. Ha 0 < H,,
€ H és H, / H és a H korlatos, akkor a dominans konvergencia tétel miatt H € H. Ebbdl
kovetkezGen a H egy A-rendszer. Ha C' € F; és s; < so < t, valamint B = (s1,s2] x C, akkor
felhasznélva, hogy a V' a feltétel szerint adaptalt az

/O X (5,:) V (ds,w) = xo (V(s2) — V(51))

27Figyeljiik meg, hogy definicié szerint az integracios tartomamybél a t = 0 pontot mindig kihagyjuk.
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parametrikus integral Fi-mérhets. A C' x ((s1,s2]) alaka halmazok m-rendszert alkotnak, igy a
kararakterisztikus fiiggvényeik halmaz szorzat zart. A monoton osztily tétel miatt a H tartal-
mazza a xp alaka fliggvények altal generalt o-algebrat. Mivel a C € F; tetszoleges lehet ezért
az emlitett m-rendszer éppen a B((0,t]) x F; szorzatmeérhet6 halmazokbél all6 o-algebrat gen-
erdlja. Az X progressziven mérhetd, igy a [0, t] szakaszra valo leszikitése (B((0,t]) x F;)-mérhetd.
Kovetkezésképpen az allitas teljesiil, ha az X korlatos és progressziven mérhets. Ebbdl az altalanos
eset, a majoralt konvergencia tételbsl mar kovetkezik.

O

1.3. Megallasi idék

A filtracié mellett a sztochasztikus folyamatok elméletének mésik alapfogalma a megéallési id6, vagy
méasképpen megallasi szabaly. A megallasi id6 interpreticioja a véletlen idpontban bekévetkezd
esemény bekdvetkezésének idGpontja. Nem tul meglepd modon a sztochasztikus folyamatokkal
kapcsolatban felvethets legtobb relevans kérdés megallasi szabalyokkal fiigg 6ssze. Nem minden
véletlen id6pont megallasi id6. Csak azokat a véletlen idépontokat tekintjiik megallasi idének,
amelyek az alabbi definicioban szereplé modon Gsszekapcsolodnak a filtracioval. Interpretaciojat
tekintve a megéallasi id6 olyan véletlen id6pont, amelynek bekdvetkezése a filtracioban szerepld

informacié alapjan eldonthets?®.

1.14 Definicio.
Legyen adva az Q kimenetelek halmaza és az F filtricié. Legyen 7:Q — © U {oo}.

1. A 7 fligguényt az F filtracichoz tartozé megdlldsi idének, vagy megdlldsi szabdlynak mondjuk,
ha minden t € © esetén
{’T < t} e F;.

2. A71:Q— ©U{co} az F filtricichoz tartozd gyenge megdlldsi idd, vagy gyenge megdlldsi
szabdly ha minden t € © esetén
{T < t} e F;.

Ha az F filtrdcio a szévegkirnyezetbdl evidens, akkor a rd valé hivatkozdst elhagyjuk és egyszerien

1.15 Példa.
Majdnem mindenhol nulla fiiggvények mint megdlldsi iddk.

Legyen N nulla valészintiségd halmaz és a 7 > 0 fliggvény legyen nulla az N komplementerén.
Mivel megkoveteltiik a szokésos feltételeket, ezért az F; eseményterek tartalmazzak a nulla valdszintiségi
halmazokat és minden t-re az (2, 3, P) teljes. Ebbol kovetkezGen a 7 megallasi id6, ugyanis min-
den t-re teljesiil a {T < t} € F; feltétel. Hasonloan, ha a o nullmértékd halmaztdl eltekintve +oo,
akkor a o megallasi id6. A két példa specialis esete a kovetkezdnek: Ha a 7 megallasi id6 és a
és a o nullmértéki halmaztol eltekintve azonosak és o > 0, akkor a o is megallasi id6. A példa
minden trivialitdsa ellenére alapvets, ugyanis ramutat a teljesség egyik igen gyakran hasznalt
kovetkezményére, miszerint teljesiilése esetén a megallasi szabalyokat nullmértékid halmazon mo-
dositva megallasi szabalyt kapunk.

O

28Ha autoval utazunk, és 7 egy megadott varos utani elsé benzinkut elérésének ideje, akkor a 7 megallasi ids,
de a varos utols6 benzinkiatjanak elérési ideje nem megallasi id§, ugyanis csak tgy talalhatjuk meg, ha a varos
végét jelzG tabla utdn visszafordulunk. Ugyancsak nem megallasi id§ példaul a trajektoria maximumanak helye,
ugyanis az, hogy hol van a maximum csak a teljes trajektoria ismeretében allapithatdo meg. Nem megéllasi id6 a
trajektoriak utolsé zérushelye, de altalaban az elss zérushely megallasi id6. A megallasi id6 tehat interpretacidjat
és matematikai definfcigjat tekintve igen specialis mérhetd fliggvény. Az irodalomban a terminologia nem egységes.
Idénként megallasi idén csak a véges értékd megallasi idéket értik, a végtelen értéket is felvevd megallasi id6t pedig
Markov—idének nevezik, de a forditott megk{ilonboztetésre is talalhatunk példat.
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Tobbszor latni fogjuk, hogy a sztochasztikus folyamatok elmélete az idStengely szempontjaboél
nem szimmetrikus. A filtracio az idétengely egyértelmii iranyitasat definialja. Ennek egyik fontos
megjelenése a kovetkezs elemi, de igen gyakran hasznalt allitas.

1.16 Allitas.
Minden megdllasi idd gyenge megdlldsi idd. Ha az F filtrdcié jobbrol folytonos, akkor minden
gyenge megdlldsi idd megdlldsi idd.

Bizonyitas: Valoban, felhasznalva, hogy minden filtracié6 monoton né

1
{T<t}:Un{T§t—n}€ft.

Megforditva, ha az F jobbrol folytonos, vagyis ha F,, = F;, akkor

1
{Tgt}:mn {T<t+ n} eﬂnft+1/n£ft+:ft~

A filtracié jobbrol valo folytonossaga fontos szerepet jatszik a kovetkezd allitasban is.

1.17 Allitas.
Ha 7 és o megdlldsi idék, akkor a T Ao és a TV o is megdlldsi id6. Ha (1,) megdlldsi idék monoton
novekedd sorozata, akkor a

7= lim 7,
n—oo

is megdllisi idé. Ha az F filtricio jobbrdl folytonos és (1,) megdlldsi idék monoton csékkend
sorozata, akkor a
7= lim 7,

n—oo
szintén megdlldsi idd.
Bizonyitas: Legyenek 7 és o megéllasi idsk.
{thne <t} = {r<tju{oc<t}eF,
{rve<t} = {r<t}n{o<t}eF.

Ha 7, / 7, akkor minden t-re

{r<t}=n,{r, <t} e F.

Ha 7,, \, 7, akkor minden t-re
{r>t}=n,{rn >t} eF

vagyis
{r<t}=U,{m, <t} e F.

Ha az F filtréaci6 jobbrol folytonos, akkor a 7 megallasi id6.

1.18 Kovetkezmény.
Ha az F filtrdacid jobbrol folytonos és (1,) megdlldsi idékbél dllo sorozat, akkor a

limsup7,, liminf7,

n— oo n—00

hatdrértékek szintén megdlldsi iddk.
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A megallasi id6 absztrakt fogalmat a kovetkez6 definici6 és az azt kovets tétel teszi tartalmassé.

Definicio.
HaT CRy xQ, akkor a
7r (w) =inf {t: (t,w) €T} (1.2)

kifejezést a U halmaz kezddidejének nevezzik. Ha B C R, X sztochasztikus folyamat, akkor a
75 (W) =inf{t: X (t,w) € B} (1.3)

esetenként a

Tp(w) =inf{t >0: X (t,w) € B} (1.4)
vdltozot a B halmaz elérési, vagy taldlati idejének fogjuk nevezni®®.
A halmazok elérési ideje speciélis esete a halmaz kezd&idejének, ugyanis ha B C R, X sz-
tochasztikus folyamat, I' = {X € B}, illetve I' = {X € B} n{t > 0}, akkor 7 = 7.

Példa.
Taldlati iddkre, igy megdlldsi iddkre vonatkozo legfontosabb példdk a

To (W) =inf{t: X (t,w) Ra}
tipusi szintdtlépési idok, ahol R a >,>,<, < reldaciok valamelyike.
A szokasos feltételek alapvetdek a kovetkezd Dellacherietdl szarmazo tételben:

Tétel. (Megallasi idék konstrualasa)
Ha az (Q, AP F) kielégiti a szokdsos feltételeket és a T' halmaz progressziven mérhetd, akkor a T
(1.2) kezddideje megdlldsi idd.

A tétel bizonyitasahoz sziikségiink lesz a kdvetkezore®C:
Tétel. (Vetitési tétel)
Ha az (Q, A, P) tér teljes és

UeB[R") x A,

akkor
projoU ={z: 3¢, (t,x) e U} € A.

Erdemes hangstlyozni, hogy az allitas érvényét veszti, ha az (2, A, P) nem teljes. Meg kell még
jegyezni, hogy a tétel akkor sem teljesiil, ha a B (R™) x A helyett egy b6vebb o-algebrat vesziink,
ami egyuttal a Borel és a szorzatmérhetség fogalmak fontossdgat nyomatékositja. A vetitési tétel
bizonyitésa tul messzire vezetne, igy elhagyjuk.

Bizonyitas: Vegyik aT'; =T'N[0,¢) x  halmazt. Az elérési id6 definicidja alapjan {rr < t} =
projo (I't), ugyanis ha 7 (w) < ¢, akkor van olyan s, hogy (s,w) € Ty, vagyis az w eleme a
vetiiletnek, megforditva, ha w eleme a vetiiletnek, akkor alkalmas s € [0,t) esetén (s,w) € T,
vagyis 71 (w) < s < t. A T progressziven mérhetd, ezért T'y € B ([0,t]) x F;. Emlékeztetiink, hogy
altalaban valamely szorzatmérhet6 halmaz vetiilete nem lesz mérhets. Az A a feltétel szerint

29Ha 7 (w) = oo, akkor ezt tigy interpretaljuk, hogy az w kimenetelre az 7 4ltal lefrt esemény nem kévetkezik be.
Ennek megfelel6en 7 (w) = oo, ha nincs olyan ¢, amelyre (¢,w) € I'. A 75 tipust jeldléseket kiilonbdzs helyzetekben
eltéré tartalommal fogjuk hasznalni. Ha a B halmaz a folyamat értékkészletének részhalmaza, akkor a 7p a B
talalati ideje, ha B az R4 x Q részhalmaza, akkor a 75 kezd6id6. Ha B az 2 részhalmaza, akkor a 7p a 7 megallasi
id§ lesziikitése a B eseményre.

30A vetitési tétel és a hozza kapcsolodé problémak a mértékelmélet valéban nehéz kérdései kézé tartoznak és
tavolrol sem természetesek, vagy intuitive vildgosak. Szamos latszolag egyszer(i probléma megoldasakor szembek-
eriilink avval, hogy mérhet6 halmazok képét kell vizsgalni. A mérhetd fliggvény definicidja a mérhetd halmazok
6sképének mérhetGségét biztositja. Még folytonos fiiggvények esetén is el6fordulhat, hogy valamely mérhets halmaz
képe nem mérhets. Péld4ul két Borel-mérhetd halmaz Osszege nem feltétleniil lesz Borel-mérhetd.
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teljes, az F; a szokasos feltételek teljesiilése miatt tartalmazza a nulla halmazokat, ezért az F; is
teljes, igy a vetitési tétel®! alapjan a I'y szorzatmérhets halmaz vetiilete F;-mérhetd, vagyis

{rr < t} = projg (Tt) € F,
Az F jobbroél folytonos®?, ezért minden gyenge megallasi id6 megallasi id6, vagyis a 7r megallasi

ids.
O

Kovetkezmeény.
Ha az (2, APF) kielégiti a szokdsos feltételeket, az X folyamat progressziven mérhetd és a B
halmaz Borel-mérhetd, akkor az (1.3) és az (1.4) kifejezések megdlldsi iddk.

1.4. Megallitott valtozok, folyamatok és o-algebrak

Megallasi id6k segitségével definidlhatjuk a megéallitott valtozokat, folyamatokat és o-algebrakat.
Ezek a fogalmak a sztochasztikus folyamatok elméletének specifikus®® kategoriai.

Definicié.
Legyen X sztochasztikus folyamat, T megdlldsi idd.

1. Megallitott folyamaton az
X" (tw) = X (1 (w) At,w),

esetenként az
X7 (t,w) =x(1>0) X (1 (W) At,w),

folyamatot,

2. megdllitott vdltozon az
X7 (w) =X (7 (w),w)
vdltozot értjik. Az X, helyett legtdbbszor a jobban olvashatd X (1) jelélést fogjuk haszndlni.
Vegyiik észre, hogy a megdllitott vdltozo definicidja pontatlan, ugyanis nem wvildgos, hogy
amennyiben a folyamat nem terjeszthetd ki a +oo iddpontra, akkor mi a megallitott viltozo
értéke a {T = 400} halmazon. Ilyenkor szokds az

X7 (W) = X (7 (w),w) x (1 < 0) (w)
definicioval élni®*.
3. Az F, megdllitott o-algebra az olyan A € A halmazokbdl dll, amelyekre minden t-re

AO{Tgt}Gft.

Példa.
A nulla idépont specidlis szerepe a megdllitott folyamat esetén.

31y 5.: 1.22, tétel, 10. oldal.

32Elgfordulhat, hogy (s,w) € T, ha s > t, de (t,w) ¢ T. Ilyenkor 71 (w) = t, de w ¢ projg (['N[0,¢] x Q). A
bizonyitasban tehat a filtracio jobbrol folytonossagit kihasznaltuk!

338pecifikus abban az értelemben, hogy a mértékelméletben a fogalmaknak nincsen igazan analég parja.

34 Amennyiben az X valamilyen jaték értéke, és T a jaték befejezésének idépontja, akkor a definicié alapjan, ha a
jatéknak valamely w kimenetelre soha sincsen vége, akkor a jaték nyereménye nulla. A jel6lés egyszeriisités kedvéeért
a x (7 < 00) kifejezéssel vald szorzast rendszerint elhagyjuk.
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Megallasi idén legtobbszor a
T=inf{t:|X (t)] > a}

tipust szintatlépési idSket szokas tekinteni. A 7 definidlasat kovetGen altalaban az |X7| <
a + |AX (7)| becsléssel szoktunk élni. Nyilvan ha a 7 (w) > 0, akkor az 0 < s < 7 (w) id6pon-
tokban az X (s,w) < a, ugyanis ha nem igy lenne, akkor a 7 (w) értéke csokkenthetd lenne. Az
s = 7 (w) id6pontban lehet a folyamatnak ugrésa, igy az értéke atlépheti az a szintet, de a
maximalis eltérés csak az ugras nagysaga lehet. Természetesen, ha a folyamat folytonos, akkor
AX (1) =0, és ilyenkor |X7| < a. Ez a gondolatmenet azonban nem igaz, ha 7 (w) = 0. Ha tehat
a folyamat mar a ¢t = 0 idépontban a megadott szint felett indul, akkor az értéke a megéallitassal
nem modosithato. Ezért szokas idénként a definicioban a x (7 > 0) tagot is tekinteni. Ha ugyanis
valamilyen kimenetelre 7 (w) = 0, vagyis a folyamat ,kapasbol” az a szint felett indul, akkor az
ilyen kimenetelekre az értéke nulla lesz, tehat az emlitett becslés ilyenkor is teljesiilni fog.

O

A megallési id6kkel, illetve megéllitott o-algebrikkal kapcsolatban szamos egyszeri éllitas, relacio
fogalmazhaté meg. Ezek mindegyikének igazoldsa néhany sor, de mivel a kozel azonos, gyakran
igen hasonl6 tartalmu allitdsok szdama igen nagy, éppen elemi voltuk miatt nem feltétlenil di-
daktikus Gket egy csokorban, elére igazolni. Az olvasénak nem az egyes éllitadsokat, hanem azok
igazoldsadnak technikijat célszerd elsajatitani. Eppen ezért a tObbszords ismétlésbél eredd ter-
jedelemnovekedést elfogadva a megéllasi idGkkel kapcsolatos kisebb észrevételeket a felmeriilésiik
helyén, esetlegesen tobbszor, fogjuk indokolni. Az alabbi éllitas a legfontosabb Gsszefiiggéseket
tartalmazza, és tekinthet$ az emlitett elsajatitando ,technika” bemutataséanak.
Allitas.
Legyen F tetszdleges filtracio, T és o legyenek megdlldsi iddk.

1. A 7 vdltozé F,.-mérhetd.

2. Ha o < 7, akkor F, C F,.

3. FoNFr=Fonr-
Bizonyitas: Miként emlitettiik, az Osszefiiggések indokolédsa a definiciok elemi kdvetkezménye.

1. Elegendd megmutatni, hogy minden a-re a {r < a} halmaz F,-mérhets. Ez az F, definicioja
szerint azt jelent, hogy minden ¢-re

{r<a}n{r <t} ekF.
Vilagos, hogy a jobb oldalon &ll6 metszet éppen {7 < min (a,t)}. Mivel a 7 megallasi id6, ezért
{r <min(a,?)} € Frin(ta) € F
ahol az utols6 tartalmazas az F monotonitasabol evidens.
2. Ha o < 7, akkor {r <t} C {0 <t}. Ha A € F,, akkor
An{r<t}=An{oc <t})n{r <t} eF,
ugyanis a metszet mindkét tényezGje eleme az Fy-nek, igy A € F,.
3. Az €l6z6 pont alapjan F, ., C F, N F,. Ugyanakkor, ha F' € F, N F,, akkor
Fn{onTt<t} = Fn{o<tiu{r<t}) =
= (Fn{oc<tHU(Fn{r<t}) € F,

vagyis F' € Fynr-
O

A megéillasi id6k specifikus tulajdonsiggal rendelkezd véletlen idépontok. A definicioban szere-
pl6 megkdtések célja, hogy a megalldsi idGkkel képzett 0 folyamatok mérhetSségi, adaptaltsagi
tulajdonsagaik megmaradjanak.
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Allitas.
Ha X progressziven mérhetd és T tetszdleges megdlldsi idd, akkor az X, megdllitott vdltozo F,.-
mérhetd, az X7 megdllitott folyamat progressziven mérhetd.

Bizonyitas: Az elsg allitas kovetkezik a méasodikbol, ugyanis ha B Borel-mérhets és X pro-
gressziven mérhetd, akkor minden s-re

{X;eBIn{r<s} = {X(rAs)eB}n{r<s}=
= {X7(s)e B}n{r <s}eFs,

ugyanis a metszet mind a két tagja eleme az F; eseménytérnek. Vagyis az X, megéllitott valtozo
Fr-mérhets. Tekintsiik tehat az allitas mésodik felét. Legyen

. [ 1 ha t<7(w)
Y(t7w):{0 hz t>71(w)

Az Y trivialisan jobbrol reguléris. A 7 megallasi id6, igy
{Y(t)=0}={r <t} e F.
Tehat az Y adaptélt, igy az Y progressziven mérhets. Ha 7 (w) > 0, akkor®>

0 ha t<7(w)

Z (t,w) = X(s,w)Y(ds,w):{ X (r(w),w) ha t>7(w)

(0,t]

Mivel az X progressziven mérhet6 a Z adaptélt és jobbrél-reguléris, igy szintén progressziveb
mérhet6. Elemi megfontolassal

X"=XY-Z+X(0)x(r=0),

igy az X7 trividlisan progressziven mérhets6.

Kovetkezmény.
Ha X progressziven mérhetd, T tetszdleges megdlldsi idd, akkor az X™ megdllitott folyamat adaptdlt.

35Ha 7 (w) = 0 akkor Z (w) = 0.
36Ha a x (7 > 0) tag is szerepel a definiciéban, akkor az utolsé kifejezést el lehet hagyni. Mivel egy Fo-mérhet6
konstansrol van sz6 a x (7 > 0)-val valé beszorzas nem moédositja a progressziv mérhetGséget.
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2. fejezet

Martingalok és a megallasi opciokrol
sz016 tétel

A feltételes varhato érték és a martingalok fogalmaval korabbi tanulmanyaink sordn mér megis-
merkedtiink, igy ebben a jegyzetben ismeretiiket feltételezziik. A legfontosabb martingalokra
vonatkozo allitas a megallasi opciokrol szolo tétel. A fejezet 6 célja ennek a tételnek és alkalmazé-
sainak bemutatdsa. A martingalelmélet bevezets fejezeteinek célja bizonyos értelemben a megallasi
opciokrol szolo tétel igazoldsanak elGkészitése. A megallasi opcidkrol szolo tétel bizonyitasa igy
igen messze vezetne, és ezért a tétel bizonyitasat elhagyjuk.

2.1. Folytonos idéparaméterid martingalok definici6ja

Emlékeztetiink, hogy egy X adaptalt folyamat definicié szerint logikai martingél, ha az X (¢)
minden ¢ id6pontra integralhato, és tetszéleges s < t id6pontok esetén teljesiil az

E(X(t)|F) ™" X (s) (2.1)

egyenlség. Folytonos idShorizonton egy logikai martingalt csak akkor tekintiink martingalnak,
ha a trajektoriai jobbrol regularisak. Vegyiik észre, hogy a feltételes varhato érték konstrukcidja
szerint a feltételes varhat6 érték csak egy nulla valészintiségii halmaz erejéig meghatarozott. A
martingal, mint sztochasztikus folyamat azonban minden idépontban egy fliggvény és nem egy
valoszintiségi valtozo!. Ezért szerepel a (2.1) sorban az egyenléség felett a m.m. jel. A jobbrol
reguléris trajektoriak alapvetGen azért fontosak, mert a regularitas miatt tetszéleges idépontban
az értékiik a racionélis id6pontban felvett értékeik altal egyértelmten meg van hatarozva. Vagyis
a regularitis miatt elég ismerni a martingal értékét a racionélis idSpontokban. A figyelmes olvasé
azonnal megjegyezheti, hogy ez a balrdl regularis trajektoridk esetén is igy van. Valéban ez a
helyzett, a pont jobbrél és nem balrél valé regulritds megkovetelése sokkal inkdbb a megallasi
opcidkrol szolo tétel miatt sziikséges. Ha a trajektoridkat balrél és nem jobbrél regularizalnank
akkor a megéallasi opcidkrol szolo tétel nem lenne érvényes. Mivel a raciondlis id6pontok megszam-
lalhat6an sokan vannak, ezért regularis trajektoridk esetén viszonylag konnyen biztosithato a mar-
tingalokkal felirt kiillénbozd logikai kifejezések mérhetdsége.

Definicié.
Az X és azY folyamatok mddositis erejéig egybeesnek, ha minden t-re X(t) "= Y (t) vagy ami
ugyan az minden t-re az X (t) és az Y (t) ugyanazt a valdszindségi vdltozdt reprezentdlja.

1 Ugyanis egyébként nem beszélhetnénk a trajektoriakrol.

14
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A szokésos feltételek egyik fontos kovetkezménye?, hogy a logikai martingalok és a martingélok
a szokasos feltételek teljesiilése esetén modositas erejéig egybeesnek. Masképpen fogalmazva, ha
teljesiilnek a szokésos feltételek, akkor minden logikai martingélhoz van olyan martingal, amely
értékei minden ¢ id6pontban majdnem mindenhol megegyeznek a logikai martingal értékeivel.
Ezt gy is ki szokas fejezni, hogy a szokasos feltételek teljesiilése esetén a logikai martingalok
regularizdlhatoéak. A tovabbiakban mindig a logikai martingalok valamelyik regularis verzidjat
tekintjiik.

A fogalom pontos megértése céljabol tekintsiink néhany alapvets példat:
Példa.

Ha teljesiilnek a szokdsos feltételek és & tetszdleges integralhato valdszindségi vdltozo, akkor van
olyan X martingdl, hogy tetszdleges t-re

X(t) "="E(¢F).

Mivel teljesiilnek a szokasos feltételek elegendd belatni, hogy a t — E(£|F;) barmely verzija®
logikai martingal. Ha tekintjiik a példaban definiadlt X egy tetszéleges verzidjat, akkor a torony
szabaly miatt minden ¢ > s esetén

E(X(8)|F) "=" E(E(E|F)|F) "=" B(E|F) =" X(s).

Vagyis az igy kapott valtozok logikai martingalt alkotnak. A szokasos feltételek miatt az idézett
tétel alapjan a folyamatnak van regularis verzidja, amely mér definici6é szerint martingélt alkot.
O

Példa.
Ha teljesiilnek a szokdsos feltételek és X fiiggetlen novekményid folyamat és minden iddpontban
létezik a folyamat varhato értéke, akkor az

Y(t) = X(t) - E(X(1))
kompenzdlt folyamat martingdl.
A feltételes varhato érték elemi tulajdonsdgai miatt ha ¢ > s, akkor
E(Y(t)|f ) =E(Y(t) - Y(s) +Y(s)|F) "="
( (t) = Y ()| Fs) + E(Y ()| F) "="

)+
"EUE(Y (1) - Y(s) + E(Y ()| Fs) =
= E(Y (s)|F) "= Y (s)

ahol természetesen kihasznaltuk, hogy az Y adaptalt* és fiiggetlen névekményt® és az Y novek-
ményeinek varhato értéke trividlisan nulla. Ebbdgl kovetkezGen az Y logikai martingal. Mivel

2 Az allitast nem bizonyitjuk. A bizonyitdsa egyrészt messze vezetne, mésrészt nem tartalmaz tal sok érdekes
és tanulsagos megfontolast. Ugyanakkor hangstlyozni kell, hogy éppen ez az allitds indokolja a szokasos feltételek
megkdvetelését.

3Emlékeztetiink, hogy egy sztochasztikus folyamat, definicié szerint mindig egy kétvaltozos fiiggvény. A feltételes
varhato érték, szintén definicio szerint, egy valoszintiségi valtozd, vagyis egy ekvivalencia osztaly. Ennek megfelelGen
minden E(£|F:) ekvivalencia osztalybol ki kell venni egy reprezentanst. A kérdés csak az, hogy ez megtehets-e ugy,
hogy a kivett értékek jol, vagyis jobbrol regularis modon, kapcsoldédjanak Gssze. Ehhez sziikségesek a szokasos
feltételek.

4Definicié szerint minden fiiggetlen névekményti folyamat adaptalt a téren adott filtraciéra. Ha a filtracio
nem adott, akkor a folyamatot a sajat maga altal generalt filtracié szerint tekintjiik, amelyre nyilvan adaptalt.
Vegyiik észre, hogy az E (X (t)) egy egyszerii determinisztikus fliggvény, amely a ndvekmények fiiggetlenségét nem
befolyasolja. Az egyetlen kérdés csak az, hogy ez a fiiggvény jobbrol regularis-e?

5Ezért hagyhato el a feltétel a varhaté értékbsl a harmadik sorban.
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teljesiilnek a szokdsos feltételek az Y-nak létezik olyan moédositasa, amely jobbrol regularis, vagyis
alkalmas Y jobbrol regularizalt folyamatra mindenh ¢ idépontban

Y () " X(t) — E(X(t)). (2.2)

Definici6é szerint minden filiggetlen névekményti folyamat jobbrél reguléris, ezért az Y — X is
jobbrol regularis és minden ¢-re majdnem minden kimenetelre egyenld az E(X (¢))-vel. Tekintsiik
a racionalis id6pontokat és az itt lev6 nulla mértékd halmazokat Osszevonva egy nulla mértékd
halmaztol eltekintve Y (r,w) — X (r,w) = E(X(r)) minden r racionélis szdm esetén. A jobb
oldalon a jobbrél valé folytonossag miatt minden ¢-re
1%?@—XM:?@—X@.

Ha most lim,~ ; E(X (1)) # E(X(t)) lenne, akkor nem teljesiilhetne a (2.2) Ezért egy nulla mértéki
halmaztdl eltekintve

~

Y (tw) — X (t,w) =B (X (1).

Igy az egyenléség legalabb egy w esetén minden t-re teljesiil, igy az E(X (t)) fiiggvény sziikségsz-
ertien jobbrdl reguléris, igy az Y folyamat is jobbrol reguléris.
O

Példa.
Ha teljesiilnek a szokdsos feltételek és X eqy Lévy-folyamat és minden idépontban létezik a folyamat
vdrhato érték, akkor az

Y(H) = X(t) - B(X(1))

kompenzdlt folyamat martingdl.

Emlékeztetiink, hogy a Lévy-folyamatok stacionarius ndvekményi fliggetlen névekményi folyam-
atok. Igy csak azt kell belatni, hogy E (X (¢)) =¢-E (X (1)). A stacionarius névekedés feltétele
miatt tetszéleges a idépont és n természetes szadm esetén

E(X (na)) = E(X(Mna)—-X(n—-1)a)+EX((n—-1)a))=
B (X (@) + B(X ((n—1)a)) = - = nB (X (a))

o (x (1)) ~Bora,

igy ha t = p/q alaku racionalis szam, akkor

s n(x () - e (}) - o

Mivel az el6bbi példa alapjan az E (X (¢)) jobbrdl reguléris, ezért tetszéleges t-re E (X (t)) =
t-E(X(1)).

Ebbal

O

Emlékeztetiink, hogy ha X egy Poisson-folyamat, akkor az X(¢) minden t-re At paramétert
Poisson-eloszlast valtozo. Ebbél kovetkezéen E(X (1)) = Mt. Igy az X () — M folyamat, ame-
lyet kompenzélt Poisson-folyamatnak mondunk, martingal. Vegyiik észre, hogy most nem volt
sziikségiink a jobbrol valé regularitasra, ugyanis a példa specidlis jellege miatt az

E(X (1)) = t- E(X(1))
azonossag minden tovabbi nélkiil teljesiilt.

A martingéalelmélet erejét azonban nem az imént bemutatott példak szolgaltatjak. Bizonyos
értelemben martingalokra a legfontosabb példakat azok a martingélok adjak, amelyeket egy varhatd
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értékkel rendelkezé valoszintségi véaltozok szorzatai hoznak létre. Vagyis nem a nulla varhatéd
értéki fiiggetlen valosziniiségi valtozok Gsszegei altal generélt bolyongésok, hanem az egy varhato
értékkel rendelkez6 multiplikativ folyamatok mutatjak meg a martingalelmélet lényegét. Mivel
ezek a martingalok lehetnek akir komplex értékiiek is nem egyszerd logaritmikus transzformé-
ciorol van szo. A legegyeszertibb példa a kovetkeza:

Példa.
Ha X tetszdleges Lévy-folyamat, akkor az X -hez tartozo exponencidlis martingdl valéban martingdl.

Tetszdleges t-re definidlhatjuk a

@ (u)) = @(u, t) = E(exp(iuX(t)))

Fourier-transzformaltakbol allo folyamatot. Mivel a Lévy-folyamatok definicié szerint jobbrol
regularisak a majoralt konvergencia tétele miatt a ¢, (u) minden u-ra jobbrél reguléris. A fiiggetlen
és a stacionarius névekmeény feltételét kihasznalva

Prys(u) = E(exp(iuX(t+s))) =
= E(exp(iu(X(t+s) — X (1)) exp(iuX(t))) =
= E(exp(iu(X(t+s) — X(t)))) - E(exp(iuX(t))) =
= E(exp(iuX(s))) - E(exp(iuX(t))) = ¢ (u) - ¢ (u),

Kovetkezésképpen
|Pers (W] = loy ()] - o, ().

Mivel |, (u)] <1 és |pg(u)] =1 a Cauchy-féle fliggvényegyenletbdl |p,(u)| = exp(t - ¢(u)). Ebbdl
kiovetkezGen a ¢, (u) soha sem lehet nulla. Ha t > 0 és h > 0, akkor a jobbrol val6 folytonossag
miatt

— U _ u o1 (u) 1l
0@) = pn(@)] = ol >|]%_h(u) 1‘
= |‘pt7h(u)| lop(u) —1] <
< pp(u) =1 =0,

ha h ~\, 0. Kovetkezésképpen a ¢,(u) balrol is folytonos. Tehat a ¢, (u) minden u-ra a ¢ idéval-
tozéban folytonos. Ennek érdekes kovetkezménye, hogy

E(iu(X(t) - X(t-))) = hmh\@;gt)_m

¢y (u) _

o (u)

A Fourier-transzformécié egyértelmiien jellemzi az eloszlast, kovetkezésképpen X (t—) =" X (t).
Masképpen fogalmazva Lévy-folyamatok esetén tetszéleges t-re az ugras valoszintisége nulla. Defini-
ci6 szerint egy X Lévy-folyamat exponencialis martingalja

Z(t,u,w) = CXP(Z)(;(;’W)).
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A 7 val6ban martingal: ha ¢ > s, akkor

E(Z(W)|F) = E ("p(“X(t“’” | fs) _

(u)
B exp(iu (X (t,w) — X(s,w))) exp(ivX(s,w)) _
=B < Pt— s(u (ps( ) | ]:S) B
~exp( qu (s,w)) exp(iu (X (t,w) — X(s,w))) _
N . < ‘Pt s(“) | quS) a
~exp( qu (s,w) exp(iu (X (t,w) — X(s,w)))\ _
N E< QOt s(u > a

exp(qu(s w))
ps(u)

Hasonl6 gondolatmenet igaz ha a ¢, (u) Fourier-transzformalt helyett az
L(t,s) = E(exp(—sX(t))), s>0
Laplace-transzformalttal osztunk, vagyis az

exp(=sX(t))
E(exp(—sX(t)))’

transzforméltat tekintjiik. Ez akkor hasznos, ha az X nem negativ, ugyanis ilyenkor minden s > 0
esetén véges a nevezSben szerepl§ varhato érték.

s>0

O

Példa.
Wiener-folyamatok exponencidlis martingdlja.

Ha w Wiener-folyamat, akkor a w(t) eloszlasa, a Wiener-folyamat definicidja szerint, N (0, \/E) .
Iyenkor a standard normalis eloszlas Fourier-transzforméltjénak képlete szerint

S
- E (exp (z‘u\/i(N (0, 1)))) = exp <—(“\f)> _

u?
= exp <—t2) .

Z (t,u) = exp (iuw (t) + t“2> .

@, (u)

2

Ha a Fourier-transzformalt helyett a Laplace-transzformaltat vessziik, akkor

Z(t,s) = exp (sw (t) — ts;) .

2.2. A megallasi opciokroél szolo tétel

A megéllasi opciokrol szol tételnek két alakja van. Az elss alakban fel kell tenni, hogy a megallasi
id6k korlatosak.



2.7

2.8

2.9

2.10

2.11

2.12

2.2. A MEGALLASI OPCIOKROL SzZOLO TETEL 19

Tétel. (Megallasi opciokrol szolo tétel)
Legyen (X, F) martingdl, és legyenek 71 < 79 megdlldsi idék. Ha a 71,72 megdlldsi iddk korldtosak,
vagyis ha van olyan c konstans, hogy 71 < 72 < ¢, akkor

X(r1) "= B(X (r2)|Fry).

A megallasi opciokrol szolo tétel azt mondja ki hogy a martingalokat definidlo egyenlségbe de-
terminisztikus idépontok helyébe korlatos megallasi idgk is irhatoak.

Definicid.

Tetszdleges X sztochasztikus folyamat valamely a ponthoz tartozoé T, taldlati idején a
Te =inf{t: X (t) = a}

megdlldsi iddt értjik.

Példa.

A megdlldsi opciokrol szolo tételben a megdlldsi idd korldtossdga fontos.

Legyen w egy Wiener-folyamat és jelolje 7 az a = 1 pont taldlati idejét. Mivel a w folytonos és
majdnem minden kimenetelre a w trajektéridi nem korlatosak, ezért egy valdszintséggel minden
trajektoria elébb vagy utébb dtmetszi az a = 1 szintet. Igy egy valoszintiseggel 7 < oo. Vilagos,
hogy ebbél w (1) =" 1 és igy

E(w(r)=1>0=E(w(0)),

ami miatt a megallasi opciokroél szolo tétel a 71 = 0, 79 = 7 szereposztassal nem alkalmazhato.
O

Ha a megallasi opcidkrol szolo tételt nem korlatos martingalokra is alkalmazni akarjuk, akkor az
allitasban szereplé martingélokrol kell feltenni, hogy valamilyen értelemben korlatosak.

Definicié.
Egy (X, A, u) téren értelmezett mérhetd fiigguényekbdl dllo valamely (fo)a fligguvényhalmazt egyen-
letesen integrdlhatonak mondunk, ha

N—oo ¢

lim sup/ | fol dpw = 0.
[fal2N

Az egyenletes integralhatosag fontossaga a kovetkezd tételre épiil:

Allitas.
Ha a p mérték véges, az (fn) figgvények halmaza egyenletesen integrdilhatdak, és f, — f, akkor az

f is integrdlhato, és
[ tudn— [ san [ 16 sldu—0.
X X X

Vilagos, hogy ha f egy integralhat6 fiiggvény, akkor a majoralt konvergenciarol szo6l6 tétel miatt

lim |f| dp = 0.
N=oo JifI>N

Igy minden véges szamu integralhato6 fiiggvénybsl allé halmaz egyenletesen integralhat6. Valamivel
érdekesebb a kovetkezé példa:

Példa.
Ha a sup, |fo| mérhetd és sup, |fo| € LP (Q), ahol p > 1, akkor az (f,), csaldd egyenletesen
integralhato.
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Ha p =1, akkor az (f,) csaladnak triviadlisan van integralhaté majoransa: A definiciobol vilagos,
hogy ha egy A halmaznak van integralhaté majoransa, akkor az A4 halmaz trividlisan egyenletesen
integralhato. Altalaban az LP-norma monotonitasa miatt minden p > 1 esetén

)
p

[ fall, <

Sup‘fa|
o

igy az (f,) korlatos az LP térben. Meg lehet mutatni, hogy ha p > 1, akkor az LP térben vald
korlatossagbol kovetkezik az egyenletes integralhatdsag. Hangstlyozni kell, hogy a p = 1 esetben
ez nem igaz, tehat lehet példat mutatni, olyan L'-ben korlatos halmazra, amely nem egyenletesen
integralhato®.

O

Példa.
Ha ¢ tetszdleges integralhato vdltozo, és (F.) tetszdleges o-algebrdkbol dllé halmaz, akkor az

No = E (€| Fa)
csaldad egyenletesen integrdlhato.

Definicié.
Egy X martingdlt egyenletesen integrdlhato martingdlnak mondunk ha az X értékeibdl dllo halmaz,
vagyis az (X¢), halmaz egyenletesen integrdlhato.

A martingéalkonvergencia tételek kozott talan a legnevezetesebb a kévetkezd:

Tétel.
Legyen X egy martingdl az R, félegyenesen.

1. Ha az X korldtos az L* (Q) térben”, akkor van olyan X (0co) € L' (Q), hogy majdnem minden
kimenetelre lim; »oo X (t) = X (00).

2. Ha az X ezen kiviil még egyenletesen is integrdlhatd, akkor a konvergencia L' (Q)-ban is
érvényes®.

Tétel. (Megallasi opciokrél sz6l6 tétel)
Legyen (X, F) egy egyenletesen integralhaté martingdl, és legyenek 71 < 79 tetszdleges megdlldsi
1dok. Ekkor

X(r1) " E(X (12)|Fr,).

Erdemes hangstlyozni, hogy a tételben a 7, és 7o megallasi id6k felvehetik a +oo értéket is.
Ugyanis miként jeleztiik, ha az X egyenletesen integralhaté martingal, akkor az
X (00) = lim X (t)
t—o0
hatarérték értelmes és igy az X definicidja értelemszerd modon kiterjeszthets a ¢t = oo idGpontra

is, és igy az X(7) megallitott valtozonak akkor is van értelme, ha a 7 a 400 értéket vette fel
valamilyen kimenetelre. Erdemes hangstlyozni, hogy az imént kimondott tétel miatt a t = oo

6 A legegyszertibb idevagd példa, a nullira huzédoé egy teriiletd haromszdgek nevezetes példaja arra, hogy az
integral nem cserélhetd fel a hatdratmenettel. A példaban a haromszégek alapja a [0,1/n] szakasz, a haromszogek
magassaga 2n. Igy a haromszdgek teriilete végig egy. Mivel a sorozat hatéarértéke a nulla fiiggveny, ilyenkor a
hatarérték és az integralas nem cserélhetd fel, igy a sorozat nem lehet egyenletesen integralhat6, bar korlatos
L'-ben. Ugyanakkor példaul a sorozat L2-normaja nyilvanvaléan nem korlatos.

"Vagyis van olyan c, hogy || X (t)||; < c minden t-re. Miként jeleztiik L' (Q2)-ban a korlatossig gyengébb feltétel
mint az egyenletes integralhatdsag.

8V.6.: 2.11. 4llitas, 2.11. oldal. Valoszintiségszamitasi szempontbél az els6 pont érdekes, a tétel masodik fele
mar kovetkezik az idézett 4ltalanos mértékelméleti megfontolasbol.
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folyamat a [0, 00| id6tartoményon martingél marad®. Specialisan minden ¢ idépontra
X (t) "=V E(X () | ).

Megmutathat6!'®, hogy egy X martingdl pontosan akkor egyenletesen integralhato, ha a fenti
tulajdonsaggal rendelkezd X (oo) létezik. A megallasi opciokrol szolo tételben a megallasi idsk
korlatossaganak feltétele, illetve a martingal egyenletes integralhatosagénak feltétele lényegében
azonos megkdtés. Valamely martingédl pontosan akkor egyenletesen integrélhatd, ha értelmezhets
a [0, 00] zart szakaszon, amely rendezési és topologiai szempontboél ekvivalens mondjuk a korlétos
[0, 1] szakasszal.

Tétel. (Martingalok és a varhaté érték megmaradasa)

Egy X jobbrol regularis és adaptdlt folyamat pontosan akkor martingdl, ha minden T korldtos
megdlldsi idére X (1) € L' (Q) és E(X (1)) = E(X(0)). Az egyenléség pontosan akkor igaz
minden megdlldsi iddre, ha az X egyenletesen integrdlhato martingdl.

Bizonyitas: Ha az X martingdl, illetve egyenletesen integralhaté martingal, akkor a megallasi
opcidkrol szol6 tétel miatt az allitas teljesiil''. Vegyiik az s < t id6pontokat és legyen A € F,. A
megallasi id6 definicidja alapjan kénnyen ellenérizhetd, hogy a

T =1Xac +8Xa (2.3)
megallasi id6. A feltétel szerint
E(X(0)) =E(X;) = E(X (t) xa:) + E(X (5) xa) -
De a 7 =t szintén megallasi idG, tehat
E(X(0) =E(X @) = E(X (t) xac) + E(X (t) xa) -
A két oldalt 6sszehasonlitva E (X (s) x4) = E (X (t) x4) , vagy ami ugyanaz
E (X (s) [ Fs) =E(X () [ Fs)-

Felhasznélva, hogy az adaptéltsag miatt az X (s) Fs-mérhets X (s) = E (X (¢) | ). Ha minden
megallasi id6 megengedett, akkor a feltétel szerint az X (co) létezik és integralhato, valamint a
(2.3) sorban a t = co megengedett, kivetkezésképpen az X egyenletesen integralhato.

0O

Tétel. (Martingal megmaradasi tétel)
Ha X martingdl, és T megdlldsi id6'?, akkor az X megdllitott folyamat is martingdl.

Bizonyitas: Ha az X jobbrol regularis, akkor az X7 megallitott folyamat is jobbrél reguléris.
Miként az altalanos elmélet targyalasakor lattuk, az X7 megallitott folyamat adaptalt marad.
Legyen ¢ korlatos megallasi id6. A v = min (¢, 7) szintén korlatos. Mivel

{v<t}={p<t}U{r <t} eF,
ezért a v is megallési id6.
E (X7 (9)) = E(X (v)) = E(X (0)) = E (X7 (0)),

kovetkezésképpen az el6z6 allitas miatt az X™ martingal.
O

9Ugyanis a feltételes varhato érték felcserélhets az L' (Q) térben valod konvergencidval. (De nem feltétleniil a
majdnem mindenhol valo konvergenciaval!!)

10V.6.: 2.13. példa, 20. oldal.

1 Elegends mind a két oldalon varhaté értéket venni és kihasznalni a toronyszabalyt.

12Vegyiik észre, hogy a 7-nak most nem kell korlatosnak lenni.
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Példa.
A martingdlok jobbrdl vald folytonossdga lényeges, illetve az egyenletes integrdlhatdsdg feltétele
nem hagyhato el.

Legyen P egy )\ paraméterti Poisson-folyamat!? és legyen 7 (t) = P (t) — M az tigynevezett kom-
penzélt Poisson-folyamat. Miként lattuk a 7 martingadl. Ha a folyamatot nem jobbroél, hanem
balrdl tessziik folytonossa, és a 7 > 0 a folyamat els6 ugraséanak az idépontja, és N > 0, akkor a
T =7 AN >0 egy korlatos megéllési idg, de

E(7(0)) =0 < E(-AT) = E(Pr — \T) = E (17) .

Az egyenletes integralhatosag nem teljesiilésérére a legegyszertibb példa a duplazo stratégia a
fej-vagy irds jatékban. Ilyenkor a kilépéskori varhatd nyereség 1, mig az egyes 1épések varhatd
nyeresége 0. De jo példa egy w Wiener-folyamat

To = inf{t: w(t) =a}

talalati ideje. Ilyenkor

Példa.
Haa<0<b ésw eqy Wiener-folyamat, akkor a w folyamat 7, és 1y taldlati idejére

b —a
P(Ta<7'b):7b_a, P(Tb<7'a):7b_a.

A Wiener—folyamat trajektériai 1 valdszintiséggel nem korlatosak, tehat majdnem minden az
origobol kiindulo trajektoria valamelyik oldalon kilép az [a, b] szakaszbol, tehat

P(ro<7p)+P(rp<7q) =1

Ha 7 = min(7,,7p), akkor a w™ korldtos martingal, ugyanis ¢ < w™ < b. Minden korlatos
martingal trividlisan egyenletesen integralhaté. Igy alkalmazhatjuk a megéllasi opcidkrél szold
tételt. A wl vagy a, vagy b, ennek megfelelGen

E(w]) =aP (14 < 7p) + 0P (175 < 74) = E(w (0)) = 0.

Két egyenletiink van két ismeretlennel, amit megoldva éppen a keresett osszefiiggéseket kapjuk'™.
O

Példa.
Valamely Wiener-folyamat valamely a iddponthoz tartozé T, taldlati idejének Laplace-transzfor-
maltja

L (s) =E(exp(—s74)) = exp (— |al \/23) . s>0.

13 A példa szempontjabol elég azt tudni, hogy a Poisson-folyamat diszkrét idépontokban beérkezd véletlen es-
emények szamat adja meg. Az egyes ugrasok kozott eltelt id6 A paraméterdi exponencidlis eloszlast valdszintiségi
valtoz6. A folyamat stacionérius és fiiggetlen névekményt. A t id6pontban beérkezs ugrast definici6 szerint hoz-
zaszamoljuk a folyamathoz, ezért a folyamat jobbroél folytonos. Egyszeriien belathato, hogy At = E (P (t)) . Az, hogy
a t id6pontban bek&vetkezett ugrasokat beszamitjuk, vagy sem, nem modositja a folyamat altal generalt kibovitett
filtraciot, vagy a megallasi id6ket, ugyanis az, hogy a t id6pontban ugras lesz nulla valészintiségii esemény.

14 A szamolasban kiindulhatunk a o, = 7 A n korlatos megallasi idékbsl, alkalmazhatjuk a w martingélra a
megallasi opcidkrdl szolé tételt, korlatos megallasi id§ esetén. Ezt kovetSen n-nel tarthatunk a végtelenbe és
kihasznalhatjuk, hogy a < w (op) < b.
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Legyen a > 0. A Laplace-transzformalttal képzett

X () £ exp (sw () - 32;>

exponencialis martingél, miként lattuk, valoban martingél, ezért az X7+ megallitott folyamat is
martingal. Ha s > 0, akkor

%t
0< X7 (t) <exp (sa - 82> < exp (as),

ezért az X7 korlatos martingal. Minden korlatos martingal egyenletesen integralhato!®, igy alka-
Imazhat6 a megallasi opcidkrol szolo tétel, tehat

2

E(X*)=E (exp <sa 2 2“)) =E(X™(0)) =1,

E <eXp <_5227>) = exp (—sa) .

Egyszert helyettesitéssel, ha s > 0

amibdl

L (s) = E(exp (—574)) = exp (—a\/2s) .
Ha a < 0, akkor a —w Wiener-folyamatra és az |a| = —a > 0 pontra megismételve a szamolést

L(s) =exp (— |al \/%) .

O
Példa.
Mutassuk meg, hogy a 7, striségfigguénye
. _lal a’
f(x):ﬁexp 5. ) x> 0. (2.4)

Csak az a > 0 esettel foglalkozunk az a < 0 eset a Wiener-folyamatok szimmetridja miatt vis-
szavezethet6 az a > 0 esetre. Mivel az eloszlds a nem negativ szamokra koncentralodik, ezért
az

L(s)i/oooexp(sx)f(x)dx, s>0

valés Laplace-transzformalt értelmes. Megmutatjuk, hogy az éppen a 7, elébb kiszamolt Laplace-
transzforméltjaval azonos. Mivel nem negativ valtozok esetén a Laplace-transzformécio egyértelmiien
jellemzi az eloszlast éppen a kivant egyenlSséget kapjuk. Megjegyezziink, hogy a (2.4) F' eloszlas-
fliggvényére érvényes a kovetkezs képlet:

F(x)é/omf(t)dtzz/am\/%exp (-i) du, (2.5)

ugyanis az els§ integralban ¢ = za?/u? helyettesitést végezve

u2

/ @ qud (

— T exp——

oo A3V 23 2z
e’} 1 U,2

2 exp [ —— | du.

/a Vorz P ( 2z )

15Hiszen az abszolt érték szuprémuma integralhato.

F(x)

) za® (—2)u " du =




24 2. MARTINGALOK ES A MEGALLASI OPCIOKROL SzZOLO TETEL

Parcialisan integralva, és felhasznalva, hogy F (0) =0, ha s > 0
L(s) = [exp(—sz)F (x)]; + / sexp (—sz) F (z)dx =
0
= s/ exp (—sx) F (z) dx.
0

A (2.5) Osszefiiggést behelyettesitve

o 1 u?
L(s) =2s exp (—sx exp | —— | dudzx.
(=2 [ (o) [T p( 256)

Az L (s) figgveényt rogzitett s esetén tekinthetjiik az a valtozoé fiiggvényének. Jeldljik ez g (a)-val.
Megmutatjuk, hogy ha a > 0, akkor a g (a)-ra teljesiil a

g (a) = 259 (a) (2.6)

differencidlegyenletet. Az integralban szerepls integrandus nem negativ, tehat Fubini-tétele alapjan
az integralas hatarai felcserélhet&ek, vagyis

RO e 1 u?
a) = 2s e —Sx e —— | dzdu.
s =2 [ [T (o) s—ew (1)

A bels6 integral az u paraméter folytonos fiiggvénye, mivel az

> 1 1 1
exp(—sx)de = —T' | = ) <>
/0 V2rzx D ) 2ms (2)

és ezért az 1/v/2mx exp (—sx) az integrandus integralhaté majoransa. Ezt felhasznalva

o 1 a?
"(a) = 725/ exp (—sx ex (> dz.
g (a) ; p( )\/ﬁ P35,

A masodik derivalt kiszamolasakor ,bederivalhatunk” az integral jel mogé ugyanis a

% (exp(_sg;) \/;Txexp (—32)) = exp (—sx) \/;Txexp <—;i) (‘32)

parciélis derivaltnak az
( ) c b2
exp (—sz exp | ——
P 2w’ P\ 2

az a € (b, ¢) intervallumon integralhaté majoransa.

g (a) = 2s /0 ~ exp (—s2) exp (-i) dz = 2sg (a).

a
V23

A differencialegyenlet karakterisztikus polinomja A? — 2s = 0, amibél A2 = £V2s, tehat az
altaldnos megoldas

Aexp (a\/%) + Bexp (—a@) .

De mivel L(0) = A+ B =1, L(o0) =0, ami alapjan

L(s) =exp (—a@) .
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3. fejezet

Poisson-folyamat

A Poisson-folyamat a Wiener-folyamat mellett a leggyakrabban hasznalt folyamat. Ebben a fe-
jezetben a legegyszertibb tulajdonsagatit foglaljuk Gssze.

3.1. Lévy-folyamatok

El6szor a Lévy-folyamatok osztalyat definialjuk:
Definicid.
Az X sztochasztikus folyamat
1. fiiggetlen novekményi, ha minden 0 < tg <ty <ty < ... < t, iddpont sorozatra az
X (to), X (t1) = X (to) -, X (tk) = X (tp—1) .., X (tn) — X (tn-1)
novekmények fliggetlenek,

2. staciondrius névekményd, hat > s esetén az X (t)— X (s) eloszldisa megegyezik az X (t — s)—
X (0) eloszldsdval.

Ha a folyamathoz rendelt' F filtrdcid adott, akkor a folyamatot fiiggetlen névekményinek mondjuk,
ha minden t-re és h > 0 szdmra az X (t + h) — X (t) novekmény figgetlen az F; o-algebrdtil. A
X folyamat Lévy-folyamat, ha

1. X (0) =0,
2. az X fiiggetlen és staciondrius névekményt, €s

3. a trajektoridk jobbrol reguldrisak, vagyis jobbrol folytonosak, és minden idépontban van bal
oldali hatarértékiik.

Példa.
A legegyszeribb Lévy-folyamatok.

A legegyszeriibb Lévy-folyamat az azonosan nulla folyamat. Ez a folyamat nyilvin martingal
is. Tetszoleges konstans értéki folyamat martingal, de nyilvan csak akkor Lévy-folyamat, ha a
konstans értéke nulla. Minden at alaka egyszeri linearis trend Lévy-folyamat, de csak akkor lesz
martingal, ha az a értéke nulla. Az at + b alaka linedris fliggvény altaldban sem nem martingal,
sem nem Lévy-folyamat?.

O

A Lévy-folyamatok legfontosabb tulajdonsaga a folyamatok ugynevezett erés Markov-tulajdonsaga:

Ifirtelemszertien a folyamat adaptalt a hozzarendelt filtraciéra nézve. Miként késsbb latni fogjuk, a filtracié
b&vebb mint a folyamat altal generalt filtracio.
2Viszont szemimartingal.

25
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Allitas.
Ha 7 < 00 egy tetszdleges megdlldsi idd, X eqy tetszdleges Lévy-folyamat, akkor az
X" (tw) =X (7 (W) +tw) - X(7(w),w), 20,
tijrainditott folyamat® eloszldsban megegyezik az X -szel, és az X* Lévy-folyamat az F} = Fr iy
filtracidra nézve. Specidlisan az {X* (t) : t > 0} halmaz fiiggetlen az F. megdllitott o-algebrdtdl.

Bizonyitas: Miként belattuk, a megallitott valtozok mérhet6k a megallitott o-algebrara nézve.
Igy az X (7 +1t) valtozé adaptélt az F,,,; o-algebrara nézve. Mivel ha megallasi id6 nagyobb,
akkor a o-algebra is nagyobb, igy az X (7) is mérhets az F,,; o-algebrara nézve. Igy az X*
evidens modon adaptalt az F* filtraciora és az X* trividlisan jobbrol regularis.

A lényeges allitas az, hogy az tjrainditott folyamat és az eredeti folyamat eloszlasa megegyezik.

Emlékeztetiink, hogy két folyamat eloszlasdnak azonossagan a véges szamu idépontok altal meghataro-

zott eloszlasok azonossagat értjilk. Vagyis azt kell megmutani, hogy tetszéleges t1,to,...,t,
id6pontok esetén az
(X (t1), X (t2) ..., X (tn))
vektor és az
(X* (tl) X (tQ) b XT (tn))

vektor eloszlasa azonos. Két eloszlas azonossigat legegyszertibben a Fourier-transzforméltjuk
azonossagaval igazolhatjuk. A Fourier-transzformaltak azonossdganak bizonyitasat visszavezetjiik
a megallasi opciokrol szolo tételre. A

exp (iuX (t,w)) . exp(iuX (t,w))

Z (t,u,w) = E (exp (iuX (1, w))) - o (t,u)

exponencialis martingal minden u-ra martingal. Ha a 7 korlatos megallasi idg, akkor
E(Zrye (u) | Fr) = Z:- (u),
és mivel Z # 0

E (th | fT) =1 (3.1)
A fliggetlen és stacionarius névekmény feltétele miatt
Pris(u) = E(exp(iuX (t+s,w))) =
= E(exp(iu(X (t+ s,w) — X (s,w))) exp (1uX (s,w))) =
= E(exp(iu(X (t+ s,w) — X (s,w)))) E (exp (iuX (s,w))) =
— B (exp (iu (X (£,)))) E (exp (iuX (s,))) =
o (1) 9, ()

Ebbél specialisan ¢, (u) # 0 minden u-ra és t-re*. Ez, és az imént belatott szorzat alakra bon-

thatosag alapjan minden w kimenetelre ha s = 7 (w) , akkor

(pT(w) (’LL) _ 1

Pr(w)+t (W) oy (u)

Igy minden A € F, halmazra az X* definici6ja és a (3.1) alapjan, felhasznalva, hogy ¢, (u) # 0

D — oy [P ) X @)
/Aexp(qu )dP = ¢ ( )/A o () dP = (3.2)

= i) [ P P () ().

3A 7 < oo miatt az X* értelmes.
4Ugyanis minden u-ra a ¢, (u) ¢ (u) exp (A (u)t) alaki, ahol a c (u) nem lehet nulla, hiszen g (u) = 1.
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Az egyenlGség minden A € F, esetén teljesiil. Ezt az egyenlGséget természetesen csak korlatos
megallasi idékre igazoltuk. Most kiterjessziik minden véges megallasi idére. Ha 7 < oo egy
tetszoleges megallasi id6, és 7, = min (n, 7) , akkor evidens modon minden kimenetelre

X(tp+t) = X(mp) > X (148 — X (1) =X"(¥). (3.3)

Ha A € F,, akkor
An{r <n}n{r, <t} € F,

ugyanis ha t < n, akkor
{rn <t} ={r <t} S {r <n},

és igy
An{r<myn{r, <t} = An{r,<t}=
An{r<tte F
ha pedig ¢ > n, akkor {r,, <t} =Q és
An{r<n}n{r, <t} =An{r<n}erF, CF.
Ebbdl a megallitotott o-algebra definicidja miatt
A, =An{r<n}eF, . (3.4)

Igy ha A, € F,,, akkor

n?

P(A) g, (1) — /A exp (it (X (7 + 1)) — X (7)) dP =

= /AX (t <n)exp (iu (X (1, + 1)) — X (75,)) dP.

Ha n /" oo, akkor a (3.3) és a majoralt konvergencia tétel miatt a (3.2) sor kiterjeszthetd véges
értékid 7 megallasi id6kre.

Ha A = Q, akkor az (3.2) sor miatt az X* (t) Fourier-transzformaltja ¢,, vagyis a X* (t) és a X (¢)
eloszlasa megegyezik.

Legyen L az olyan korlatos f fiiggvények halmaza, amelyekre

[ racmap = [ fx@ap =P [ rx o).
ahol A € F,. Nyilvanvaloan az £ A-rendszer, és az L tartalmazza az
xr—exp(iur), uweR

trigonometrikus polinomok w-rendszerét. A monoton osztaly tétel alapjan az £ tartalmazza a
{xp, B € B(R)} alaku fiiggvényeket. Emlékeztetiink, hogy definici6 szerint egy £ valtozo fiiggetlen
egy o-algebratol, ha minden B Borel-mérhets halmaz esetén a &' (B) esemény fliggetlen a o-
algebra minden halmazatol. Ez elmondottak alapjan minden A € F, esetén ha £ = X*(t) és
f = xg, akkor

PAne(B) = [xp@ap= [ rac )i -

P(A) [ (X (0)dP =

P<A>/QXB (€)dP =
— P(4) P (¢ (B))dP,
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tehat a X* (t) figgetlen az A-t6l és igy az F.-tol.

Meg kell mutatni, hogy a X* stationarius és fiiggetlen névekményti.

X*(t+h)-X"1t) = X@T+t+h)-X7)-(X(1+t)-X (1)) =
= X(r+t+h) —X(t+1).

A tétel mar belatott részét alkalmazva a T + t megallasi id6re®
Xh)=2X(Tr+t+h)-X(r+1),

amely fiiggetlen ¢-t6l, tehat a X* stacionarius névekményd. Ugyancsak a tétel mar belatott
része alapjan a X* (t + h) — X* (¢t) figgetlen az F} = F,.; o-algebratol, vagyis a X* fiiggetlen
névekményd.

Erdemes hangstilyozni, hogy csak az egydimenzios eloszlasok azonossagat lattuk be. Az uX* (t)
helyébe mindenhol az Y., u;X* (t;) Gsszeget irva analog moédon belathato, hogy a X* folya-
mat (X* (t1),...,X* (tn)) véges dimenzios eloszlasai is megegyeznek a X megfelels eloszlasaival.
Specidlisan véges sok t; idGpont esetén a (X* (ti)) fliggetlen az F,-tol, igy a {X* (¢) : t > 0} is
fliggetlen az F,-tol.

0O

Az er6s Markov-tulajdonsig a Lévy-folyamatok legfontosabb tulajdonsiga. A késGbbiekben szam-
talanszor sziikségiink lesz r4. Els6 alkalmazasként tekintsiik a kovetkez6t:

Allitas.

Ha valamely X Lévy-folyamat ugrdsai kisebbek egy fix ¢ > 0 konstansndl, vagyis |AX| < ¢, akkor
tetszdleges [0,t] véges szakaszon az X momentumainak halmaza egyenletesen korldtos. Vagyis
minden m kitevéhoz és [0,t] szakaszhoz létezik olyan k (m,t) korldt, hogy

E(IX™ (s)) < k(m,t), se0f.

Bizonyitas: Mivel a trajektoriak regularisak, ezért a trajektoridk mindegyike minden véges és zért
szakaszon korlatos®. Ebbdl kévetkezSen az az esemény, hogy valamely trajektoria korlatos eleme
a farok o-algebranak’. A nulla vagy egy térvény miatt a farok o-algebra eseményei nulla vagy egy
valoszintségtiek. Igy az olyan trajektoridk halmaza, amely korlatos nulla vagy egy valoszintséggel
bir: Tekintsiik a £,, = X (n+ 1) — X (n) fliggetlen valoszintségi valtozokat. A

> e,
n=1

esemény biztosan eleme a farok o-algebranak® ezért nulla, vagy egy valészintiségi. Ha nulla
valoszintségl lenne, akkor a folyamathoz hozzdadva a Z (t) = t linearis trendet, nyilvan egy

=0

mentumai minden véges szakaszon egyszerre korlatosak, vagy korlatlanok. Feltehetjiik tehat, hogy
az X trajektoriai nem korlatossak. Tekintsiik a

71 =inf {¢t : | X (¢)| > ¢}

5Ertelemszertien az 22 jel jeldli a relacio két oldalan szerepld valtozok eloszlasanak azonossagét.

6Persze sz6 sincsen egyenletes korlatossagrol.

7A farok o-algebra elemei azok az események, amelyek nem fiiggnek véges sok elemtsl. Ha (€a) qea valoszintiségi
valtozok egy halmaza és a ¢ az A véges elemi részhalmazaiboél all6 halmaz, akkor az ('E&)aeA farok o-algebraja
G =N2ep0 ((Ea)ace) - A Kolmogorov-féle nulla vagy egy torvény szerint ha a (£,,) valtozok fiiggetlenek és F € G,
akkor az F valdszin(isége nulla vagy egy.

8Ugyanis véges sok tagot mindig elhagyhatunk az &sszegb6l anélkiil, hogy a Foco-hez valé konvergenciat modosi-
tanank.
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megallasi id6t. Mivel a trajektoridk a teljes szamegyenesen egy valoszintséggel korlatlanok 71 < oo
majdnem mindenhol. Igy tekinthetjiik az X* tjrainditott folyamatot. Legyen

To=inf{t: | X" (@) >ct+rmi=inf{t: | X (Et+71)— X (71)]| > ¢} +71.

Hasonlé médon definidlhatjuk az 73 stb. megallasi id6ket. Az erés Markov-tulajdonsag miatt az
{X*(t) : t > 0} véltozok fiiggetlenek az F,, o-algebratol. A

To—71=inf{t >0:|X" ()] > c}

mérhets az {X* (t) : t > 0} valtozok altal generalt o-algebréra, igy a 7o — 71 fiiggetlen az F, -
t6l. Hasonléan a 7,, — 7,,—1 fiiggetlen az F, _,-t6l. Ugyancsak az erés Markov-tulajdonsag miatt
Tpn — Tn_1 eloszldsa minden n-re megegyezik a 7, eloszlasaval. Igy a 7o = 0 értékbsl kiindulva és
hasznalva a (7, — 7—1) valtozok fiiggetlenségét

n

E(exp(—7n)) =E (exp < Z (T — Tk_1)>> = (E (exp (—71)))" = ¢",

k=1

ahol 0 < ¢ < 1. Ha ¢ = 1 akkor 71 = 0, igy a jobbrol val6 folytonossag miatt |X (0)] > ¢ > 0,

nagyobb mint ¢, ugyanis ellenkez6 esetben a 71 csokkenthetd lenne. Igy | X (71—)| < ¢. Az ugrasok
kisebbek mint c, igy

(X ()l = [X(11=) + AX (1) < [ X (112) [+ |AX ()] <
| X (11=)| 4+ ¢ < 2e.

IN

Hasonléan folytatva
sup | X7 (t)] =sup {X (t) : t € [0, 7]} < 2ne.
t

A Markov-egyenlétlenség alapjan

P(X ()] >2nc) < P(r,<t)=P(exp(—7,) >exp(—t)) <
E (exp (=70)) n
< T(_t) <exp (t)q".
Mivel ¢ < 1, ezért
h(m) =Y " [2(n+1)d" ¢" < .
n=0

Az | X (t)|™ fiiggvényt egy lépcsds fiiggvénnyel feliilrsl kozelitve

oo

E(X®™) < Y R2@m+1)d™ P(X (1) >2nc) <
n=0
< exp(t)Y [2(n+1) ™ q" = exp (t) h(m),

n=0

amibdl az allitas evidens.

3.2. Poisson-folyamatok

Definicié.
Poisson-folyamat alatt, definicio szerint, olyan monoton névekedd trajektoriakkal rendelkezdé Lévy-
folyamatot értiink, amely értékkészlete majdnem minden w kimenetelre a {0,1,2,- -} egész szamok
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halmaza. Hangsilyozni kell, hogy az imént megadott definicio szerint, minden kimenetelre az
N dsszes eleme felvételre keriil, vagyis nincsenek a folyamatnak egynél nagyobb ugrdsai. Ennek
megfelelden a Poisson-folyamatok éppen a Lévy-tipusi szamldlo folyamatok®.

Mivel a folyamat értékei egész szdmok, és mivel a trajektéridk jobbroél folytonosak és rendelkeznek
bal oldali hatarértékkel, ezért az egyes ugrasok kozotti szakaszok hossza pozitiv'®?. Mivel a folya-
mat a teljes ¢ > 0 félegyenesen értelmezve van, és csak véges értéket vehet fel, az ugraspontok
nem torlodhatnak véges értékhez. Az értékészletre tett megkotés alapjan a folyamat trajektoriai
egységnyi magassagi ugrasokat tartalmaznak. Az elsé ugras helyét megado

71 (w)=inf{t: X (t,w) =1} =inf {t : X (t,w) > 0} < 0

megéllasi id6'! eloszlasa exponencialis, ugyanis

P(ri>t+s) = P(X(t+s)=0)=P(X(s)=0,X(t+s)—X(s)=0)=
P(X(s)=0)P(X(t+s)—X(s)=0)=
= P(X(5)=0)P(X(t)=0),

amibél elemi megfontolasokkal'? alkalmas 0 < A < oo szamra

P(r1>t) =P (X (t) =0) =exp(—At).

o

Az erés Markov-tulajdonsag miatt a X7 (t) = X (71 +t) — X (71) eloszlasa azonos a X (t) elos-
zlasaval, igy vehetjiik a X masodik ugrasainak helyét megado

To(w)=inf{t: X (t+ 71 (w),w) =2} =inf {t: X7 (t,w) >0} < 0

megallasi id6t.

{7_2 < a} = UTGQ,T<a {Xik (T,W) > 0},
igy a 79 mérhets az X éltal generdlt o-algebrara nézve. A 71 F, -mérhet6 és mivel az erGs
Markov-tulajdonsdg miatt az F., fiiggetlen az X Aaltal generalt o-algebratol ezért a 71 és a 7o
fiiggetlenek. Hasonloan folytatva kapjuk a kdvetkezdt:

Allitas.
Valamely Poisson-folyamat, esetén az eqyes ugrdsok kozott eltelt idd exponencidlis eloszldsi valdszi-
niségi vdltozo. A kilonbézd ugrdsok kozétt eltelt idékszakok hossza fiiggetlen, és idéhossz eloszldsa
azonos.

Allitas.
Egy Poisson-folyamat ugrdsainak idépontjai nem eldrejelezhetdek.

Bizonyitas: Ahhoz, hogy az allitdsban szerepld kijelentés értelmes legyen meg kell mondani, hogy
mit értiink elérejelezhetd megallasi idén: Egy 7 > 0 megallasi id6t elérejelezhetének mondunk, ha
létezik megallasi idsk egy (p,,) sorozata, amelyre p, < 7 és p,, / 7. Ez nyilvanvaldan azt jelent,
hogy a (p,,) sorozat elérejelzi a T bekdvetkezését!®. Ratérve az allitas igazolasara ha példaul az
els6 ugras idépontjat megadd 71 elérejlezhets lenne, akkor az

9Természetesen szamlalo folyamat alatt olyan folyamatot értiink, amely értékei az id6 elérehaladtaval rendre a
0,1,2,... értékeket veszik fel.

10Ha X (t,w) = k, akkor van olyan § > 0, hogy X (t + u,w) =k, ha 0 < u < 4.

HT.evy-folyamatok esetén a filtracio definicio szerint mindig jobbrél folytonos! A feltétel szerint az 1 érték minden
w esetén felvételre keriil, ezért 71 < co.

2A7 f(t) = P (X (t) =0) kielégiti a Cauchy-féle fiiggvényegyenletet. A P (X (t) =0) = 0 megoldis nem
megfeleld, ugyanis az X ugrésai ilyenkor torlédnanak. A P (X (t) = 0) = 1 szintén nem megfelels, ugyanis ilyenkor
az X nem veheti fel az Gsszes természetes szamot.

13Frdemes hangstlyozni, hogy az elérejelz8 sorozatbol nem tudunk kévetkezteni a 7 tényleges bekvetkezésének
id§pontjara, ugyanis azt nem tudjuk, hogy adott n-re milyen nagy a 7 — 7, id6hossz, csak annyit tudunk, hogy ha
n — 00, akkor az eltérés nullahoz tart.
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djrainditott folyamatok mindegyike Poisson-folyamat lenne, és az eloszlasuk megegyezne az N
eloszlasaval. Az N/ els6 ugrasa éppen a 71 — p,, id6pontban kovetkezik be. De a 71-nek, és igy
mindegyik 71 — p,, megallasi id6nek létezik varhato értéke amely az exponencialis eloszlas varhato

értéke alapjan minden n-re éppen 1/) > 0. Igy a majoralt konvergencia tétel miatt'4
1 1 . .
= lim — = lim E(r1 —p,) :E(hm (m1 fpn)) =0,

n—oo n—oo

ami lehetelen.

3.2.1. A gamma és a béta eloszlas

Mi lesz az n-edik ugras helyét megadé valoszintiségi valtozo eloszldsa? Ennek megvilaszlasa el6tt
érdemes néhany éallitast feleleveniteni.

Definicié.
Ha )\ és a pozitiv szamok, akkor az

f(x) = A—xa_l exp(—Azx), >0

I (a)

striségfigguénnyel rendelkezd eloszldst (a,\) paraméterd gamma eloszldsnak hivjuk és T (a, \)
mddon jeléljik.'®

A T eloszlas jelentGségét az adja, hogy egyrészt az exponencidlis eloszlas altalanositasa, ugyanis
' (1, \) éppen a A paramétert exponencialis eloszlas, masrészt szorosan kotédik a normalis eloszlas
négyzetének, vagyis a x7, eloszlasahoz: Legyen & = N (0, 1) és hatarozzuk meg az n = ¢2 eloszlasat.
Ha z < 0, akkor F, (z) = P (¢* < x) = 0. Ha z > 0 akkor

VT
Fy(z) = P(£2<I)P(\/E<5<\/E)V%/fem(f)dt

2 [V® 2
Sl )
2w 0 2
Derivélassal, ha x > 0

2 y? 11 T
fn(x)—\/%exp<—2> yﬁm—mexp(—Q)-

Kovetkezésképpen az n eloszlas éppen I' (1/2,1/2) . A gamma eloszlés fontos tulajdonsaga a kovetkezd:

[
@
o]

T

!
\

Allitas.

Ha a 7; figgetlen vdltozdk eloszldsa T (a;, \), akkor a Y .| 7; dsszeg eloszldsa T' (3, a;, \).
Bizonyitas: Az allitast elegendd két valtozora beldtni, az altaldnos eset ebbdl indukcioval kivetkezik.
Emlékeztetiink, hogy ha a £ és az n véltozok filiggetlenek és a £ stirtiségfiiggvénye f és az n

sdrdségfliggvénye g, akkor a £ + n rendelkezik strtségfiiggvénnyel amely majdnem mindenhol
azonos az

/_Zf(z)g(m—z)dz

konvoliciéval. Ha & > 0 és n > 0, akkor az integral

/Oxf(Z)g(wZ)dz

140 < 71 — p,, < 71 miatt trividlisan van integralhaté6 majorans.
15]smételten némiképpen zavaroé lehet, hogy szintén T jeldli a ' eloszlashoz szorosan kétsds T fiiggvényt.
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modon irhatd. Ezt felhasznalva

x)\iam_ afleX . r— )\b b_lex _ B
/Or(a)( t) p (—=A( t))l“(b)t p(—At)dt =

)\a—l-b

= ——————exp(—A\x wm— g =
=TT p( /\)/0( HY TN

)\a—i-b

= ———exp(—Az 11:—:cza_1 22)" 7 pdzy =
- Far P () [ @—aa T @) e

)\a“rb

=—"  _exp(—Azx)z®T! 1 — )Ty =
= tarp e (e [

>\a+b

=——exp(—Az)zx

a+b—1
I'(a+Db) ’

ahol az utolso6 lépésben felhasznaltuk a gamma és a béta fliggvények ko6z6tti nevezetes azonossagot.
O

3.10 Kovetkezmény.
A Poisson folyamat n-edik ugrdsinak eloszldisa I' (n, \).

3.11 Kovetkezmény.
A X2 ésaTl (n/2,1/2) eloszldsok megegyeznek.

3.12 Kovetkezmény.
Ha X Poisson-folyamat és \ az ugrdsok kozotti eltelt idd paramétere, akkor

(A)"
n!

P(X({#)=n)= exp (—At).

Bizonyitas: Legyen 0 < ¢t < oo, és (7,) legyen az egyes ugrasok kozott eltelt idGtartamokat
megado fliggetlen, azonos A paraméterd exponencidlis eloszlast valtozok sorozata. Vezessiik be a
on =Y p_q Tk valtozot. A 0,41 eloszlasa ' (n + 1, ). Parcidlisan integralva, illetve felhasznélva,
hogy I' (n + 1) = n!

oo n+1
P(X(t)<n+1) = P(0n+1>t):/t ﬁ
A exp (<) < \tgnTl
[r(n+1) —\ ]t +/t "T(n+1)
()\t)’!l

= S exp (=X)+P(X(t) <n).

" exp (—A\x) dx =

exp (—\z) dx =

Ebbél
()\t)n

P(X(t)=n)=P(X(t) <n+1)-P(X(t)<n)=-"

exp (—At),

tehat az X (t), vagyis a t id6pontig bekovetkezett ugrasok szama, At paramétert Poisson-eloszlast
alkot.
O

Természetesen a gondolatmenet egyik kulcsa a gamma és a béta fiiggvény kozotti nevezetes Gssze-
fliggeés volt. Mivel egy igen fontos és gyakran hasznélt Gsszefiiggésrél van sz6, érdemes a kovetkezs
szép bizonyitast megfontolni. A bizonyitas érdekessége, hogy a Fubin-tételre épiil és jol példazza
a mértékelmeélet erejét:
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3.13 Példa.
Igazoljuk a
['(2)T (y)
B(x,y) =
(z,9) Tzt )
formulat!

A gamma fiiggvény mellett vezessiik be a
(z,\) / t* Lexp (=Mt)dt, x,A>0
0

fliggvényt. Egyszeri u = tA helyettesitéssel
o unT—1
I'(z,\) = /0 (X) exp (—u) 5y

Ebbdl s =t/ (1 — t) helyettesitéssel
I = / I'(z+y,1+s)s" tds =
0

oo
= F(az+y>/ (1+8) ) g7 ds =
0
~(z+y) z—1
) ()

F(a:+y)/01<1+1t_t T 10
- F(a:+y)/01 (1115)_(“1/)( : )I_l(

1—t¢
1
F(m+y)/ R O L T
0

I'(z+y)B(z,y).
Az integrandus folytonos és nem negativ, ezért aldbb a két integral felcserélhetd

1
Sdt =
1—1t)

I = / D(z+y1+s)s" tds =
0
+ 8)) t" TV s L dtds =

|| e
o Jo
= / / exp ( + 8)) "tV s L dsdt =
o Jo
oo oo
/ t*v "1 exp (—t)/ exp (—ts) s* ldsdt =
0 0
/ —t
0

= t" T exp (=) T (z,t) dt =
o r
= t* L exp (—t) (x)dté
0 te
= ]."(x)/ tY7rexp(—t)dt =T (z)T (y),
0

I'(z)T (y).

amibol
I'(z+y)B(r,y) =

Hasonléan elegans a kdvetkezd, szintén gyakran haszndlt Gsszefliggés

(3.5)
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3.14 Peélda.
Szdamoljuk ki az

integralt!

Az zexp (—a? (1 + %)) fiiggvény az x,t > 0 tartoményon folytonos, és nem negativ, ezért alka-
Imazhato ra a Fubini-tétel.

[ [ sootertsepaa [ [0
-

1 s
= = ——dt = —.
2/0 1412 4

Ugyanakkor u = xt helyettesitéssel
/ / T exp (fo (1 + tz)) dtdxr =
o Jo
/ zexp (—z°) / exp (— (mt)z) dtdx =
0 0
0o ) 0o ) du 0o ) 2
/ zexp (—x )/ exp (—u?) —dz = / exp (—z%)dx |
0 0 z 0

/OO exp (—2%) dz = /7. (3.6)

— 00

oo

dt =

~
[lo

I

1

vagyis

Ebbél elemi szamolassal u = z? helyettesitéssel

e 1
ﬁ:2/ eXp(—m2)dx:F(2>.
0
O
3.15 Definicié.
Ha o és 3 pozitiv paraméterek, akkor az
, I (a + /3) -1 B—1
fla)==————2""(1-2 , z€(0,1
@) Froe (1= ) 0.1)
striségfigguénnyel rendelkezd eloszldst (a, B) paraméterd béta eloszlisnak hivjuk és B (a, 3) mddon
jeldljik.
3.16 Definicio.

Ha o és B pozitiv paraméterek, akkor a

N T'(a+0) o1 1
YOETT @ W

striségfigguénnyel rendelkezd eloszldst dltaldnositott, vagy mdsodfaji béta eloszlisnak nevezziik.
Az eloszliast B («, 3)-val fogjuk jeldlni.

x>0

A B és a B eloszlasok kozott, miként a neviik is mutatja, szoros Gsszefliggés van.

3.17 Allitas.
Ha a & béta eloszldsi, akkor azm = &/ (1 —&) mdsodfaji béta eloszldsi. Ha n mdsodfaju béta
eloszldsu, akkor a € =1/ (1+1n) béta eloszldsi.
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Bizonyitas: ElGszor érdemes egy altalanos kérdést feleleveniteni: Legyen & egy tetszGleges
valészintiségi valtozd és legyen ¢ egy olyan szigortian monoton névekedd, vagy szigoriian monoton
csokkend, folytonosan derivalhaté fiiggvény, amelyre az n = ¢ (§) értelmes. Tegyiik fel, hogy a &
strdségfiiggvénye f. Szamoljuk ki az n stirdségfiiggvényét! Ha a ¢ ng, akkor

Pin<z) = P@E<a)=P((E<¢ ()=
= F (ap_l (x)) ,
amit derivalva, az Osszetett fliggvény derivalasi szabdalya miatt, az n strtségfiiggvénye

Fle™ @) o ).

Ha a ¢ csokken, akkor
Pn<az) = P <a)=P((E>¢ " ()=
= 1_F(30_1 (‘T))7
amit derivalva az 7 strtségfiiggvénye

(7 @) e ().

Mivel ilyenkor a képletben szerepld derivilt negativ ezért a képlet

d

e @) | e @)

modon is frhaté. A konkrét esetre ratérve, ha ¢ (u) = u/ (1 —u), akkor ¢! (z) = x/ (1 + ), és
a siirtiségfiiggvények transzformacios szabalya szerint

9@) = o7 @) e (@) = (37)

_ I(a+p) z \* oz =t B
© rare (the) () e
F(a+ﬁ)xa—1 1

FOTE)" Q1o

A forditott irdny igazolasa analdg.

O
Allitas.
Ha £ 2T (a,\) ésn =T (b,\) valamint a £ és az n figgetlenek, akkor
£ 0 S
> =~ B(a,b), —— = B(a,b). 3.8
S2Blab). Bl (39

Bizonyitas: ElGszor elevenitsiik fel a hanyados siirtiségfiiggvényének képletét. Legyen a & strtiségfiig-
gvénye [ az 7 strtségfiiggvénye legyen g. Mivel az n-nak van strtségfiiggvénye, ezért az {n =0}
esemény valoszintsége nulla, igy a £/n értelmes. A teljes varhato érték tétel miatt

P(f}<x>:/_O;P(f7<xnzy)g(y)dy.

Hangstlyozni kell, hogy ez egy definici6 szerint teljesiilé azonossag. A lényeges 1épés a feltételés
valészintiség kiszamolésa. Felhasznélva, hogy a £ és az 7 fiiggetlenek a feltétel behelyettesithets

és a feltétel elhagyhato, igy
P<§<x|n:y> :P<£<x).
n Y
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Az y elGjele lehet pozitiv vagy negativ. Az elGjeltdl fiiggGen tovabbszamolva, ha példaul y < 0
P(Z <:1:> =P >yx)=1—-F (yx).
Ezt visszairva

P(€<x> :/OO |~ F(y2) g (y) dy.

n —00

Az x szerint derivalva striségfiiggvény

—[w f(yx)g(y)ydy=/jo f(yz) g (y) vl dy

modon irhatd. A konkrét probléméra ratérve a hanyados stirtiségfiiggvényének képletét felirva, és
kihasznalva a két valtozo nem negativitasat, ha u > 0, akkor a (3.5) alapjan

o) )\a o Ab B
/ —— (uy)" " exp (—Auy) ——~y" " exp (—Ay) ydy =
0

)\aer . s . )
= ) v e )=
)\a+b a—1 F(a+b)

T@T®"  Nwt+1)™
F(a+b) ua—l 1
T@I0)  (1ta)

ami éppen a B (a,b). A mésodik allitds igazolasa a kivetkez'®:
3 ) ( §/n )
Pl— <=2 = P <z|=
(§ +1 1+&/n
= P<f<x(1+£>> =
n n
P(hers)
n l—-=x
igy derivéalassal az imént belatottak alapjan a strtségfiiggvény

F(a—i—b)( x )al 1 1
[(a)T(b) \1-= (1+z/(1—2)"" Q-2

Ez elemi szamoléassal

I'(a+b) z " a 1
T (a)T (b) <1—x> (=™ 11—z

ami pedig
I'(a+0b)

a—1 _Ibfl
e 79

ami éppen a B (a,b) stirtiségfiiggvénye.

16v.5.: (3.7), 35. oldal.
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3.2.2. DPoisson-folyamatok és az egyenletes eloszlas

Vegyiink egy n értéket. Jelolje o, valamely Poisson-folyamat n-edik ugrasanak helyét. Mi lesz a

01 02 Onp—1
on on’ T op

véletleniil valasztott n — 1 pont eloszlasa a (0,1) intervallumban?

Példa.
Exponencidlis eloszldsi valdsziniségi valtozok Gsszege €s az egyenletes eloszldsbol szdarmazo ren-
dezett minta kapcsolata.

Legyenek (€,),_, fiiggetlen azonos, A paramétert exponenciélis eloszlast valoszintiségi valtozok.
o m 2 o 2 2 2 2
Legyen oy, =Y ,", &,. Hatarozzuk meg az n, = oy, /0, valtozok eloszlasat.

& )
Pn,<z)=P ( <z].
<) &+t
A & eloszlasa T'(1,M), a >.p_, &, eloszlasa I'(n—1,A). Ebbdl a (3.8) miatt az 7, eloszlasa
B(1l,n—1). A B(1,n— 1) eloszlas stirtiségfiiggvénye
I'(n)

fi(z) = mxlfl (1—2)"%, 2€(0,1).

AT (n)=(n—1)! értéket beirva

fi)=m—-1)1-2)""2 ze(0,1).

Legyenek (Tk)Z;ll a (0,1) intervallumon egyenletes eloszlast véltozok és jelolje 75 a legkisebb

elemet, vagyis 77 = min7,. {7} < x} pontosan akkor, ha legalabb egy elem az (n — 1)-bdl kisebb
mint z, tehat

Fz)2P(ri<z)=1-(1—-2)""".
A 77 stridségfiiggvénye

Fi(@)=(m-1)1-a)""

amely éppen azonos az fi (x) fliggvénnyel, vagyis az 7, eloszlasa azonos a 77 eloszlasaval. Hason-
l6an a Zle §; eloszlasa T' (K, A) a 3 7, o &, eloszlasa T (n — k, ) igy az 0, eloszlasa B (k,n — k),
amely stirtségfiiggvénye

- (k)l;((nn) 5 2Rt (1 - x)n—k—l —(n—1) (7; : i) 2Rt (1 - x)n—k—l '

Hatéarozzuk meg az 7} eloszlasfiiggvényét. Az egyszeriibb jeldlés kedvéért legyen elészor 75 egyen-
letes eloszlasbol szarmazo n elemi rendezett minta k-dik eleme. A {7} < z} esemény ekvivalens
avval, hogy legaldbb k valtozé kisebb mint . Ebbgl

Fo(2) 2P (15 <) = i (">x (1—a)"".

7
i=k
A derivalt kiszamolasanak komplikaltsaga miatt a strtiségfiiggvény meghatarozasa a kovetkezd:
Fp(x+h)—Fp(z) Pa<71,<z+h)
h a h ’
Tekintsiik a 0 < & < z + h intervallumokat. A P (z < Th<x+ h) annak a valészintsége, hogy

legfeljebb (k — 1) véltoz6 kisebb mint = és legalabb k véltoz6 kisebb mint z + h. Annak a
val6szintisége, hogy r véltozo esik az [z, + h) intervallumba h” = o (h"~!) nagysigrendd, igy




3.20

38 3. POISSON-FOLYAMAT

egyedill az r = 0, illetve az r = 1 eseteket kell megvizsgalnunk. Ha az {x < 7} < x + h} esemény
teljesill, akkor az r = 0 lehetetlen, igy a siirtségfiiggvény meghatarozasakor egyediil az r = 1
esetet kell kiszamolnunk. Ilyenkor k£ — 1 elem kisebb mint x, egy az [x,x + h) intervallumban van
és n — k elem nagyobb mint z, vagyis

+o(h).

Ebbdl a siirtiségfiiggvény

nfl k—1 n—=k
1-— .
n(k_l)x (1—-2x)

Ha n helyébe (n — 1)-et irunk, akkor éppen az 7, strtségfiiggvényét kapjuk.

Példa.
Rendezett minta siriségfiggvénye.

Legyenek a (£,)5_, valtozok fiiggetlenek és rendelkezzenek azonos eloszlassal. Jeldlje F a kozds
eloszlasfliggvényt és f a kozos sirdségfiiggvényt. Ha £}, jeloli a rendezett minta k-dik elemét akkor
az el6z6 példa gondolatmenetét altalanositva

Fy (x +h) — Fy () Px<¢, <x+h)
h h
n—1 k—1 n—k
L) @ @ )
+o(h),

|
3
PR

vagyis a &, siriiségfiiggvénye

" (Z_ D @) F @R (- F @)

3.3. Sztochasztikus integralas

A sztochasztikus folyamatok elméletének legfontosabb fogalma a sztochasztikus integralas. Nagy
altaldnossagban fogalmazva sztochasztikus integralasrél akkor beszéliink, ha vagy az integrandus
vagy az integrator sztochasztikus folyamat. Els6 1épésben a Poisson-folyamat, illetve a kompenzalt
Poisson-folyamat szerinti sztochasztikus integralast vizsgaljuk meg. Illetve valamivel altalanosab-
ban feltessziik, hogy az integrator trajektoriai korlatos valtozasiak. A sztochasztikus integralra
vonatkozo legfontosabb formula a parcialis integralas formuldja. A kompenzalt Poisson-folyamat
martingdal, igy felmeriil a kérdés, hogy milyen koriilmények kozott lesz a sztochasztikus integral
szintén martingal. A sztochasztikus integréalas segitségével belatjuk, hogy két Poisson-folyamat
pontosan akkor fiiggetlen, ha a k6z6s ugras valészindsége nulla.

3.3.1. Az integral definiciéja

Ha a V integréator trajektoriai korlatos valtozasiak, akkor a sztochasztikus integral definicidja
val6jaban nyilvanval6. Ha minden trajektoria egy jobbrol regularis és korlatos valtozasu fliggvény,
akkor minden w kimenetel esetén a u, ((a,b]) =V (b,w) — V (a,w) kifejezés egy mértéket definial
az (a,b] alaka intervallumok halmazan. A mértékkiterjesztési tétel kozvetlen alkalmazaval ez a
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mérték kiterjeszthet6 a szamegyenes Borel-mérhet§ halmazaira. Ha az X integrandus minden
trajektoriaja Borel-mérhetd, akkor definalhato az

t
(XoV)(tw) = [ X ()i, ()
0
integral. Miként lattuk, ha az X integrator progressziven mérhets, akkor az igy kapott X e V'

sztochasztikus folyamat adaptalt lesz. A minket érdekls esetben az X integrandus balrél regularis.
Ez az eset azért érdekes, mert ilyenkor az integral minden véges intervallumon elGallithato a

S 1) (v (2) - ()

alaku, ugynevezett Ito—Stieltjes kozelits Gsszegek hatarértékeként. Valoban, a fenti Gsszeg valamely
(a,b] szakasz esetén felirhato f: X,,dV médon, ahol

o= 30X () e (142]).
Az X balrél valo folytonossaga miatt ha

:0’

lim max ‘tgi)l — tgn)
n—oo 3

akkor X,, — X. A regularitds miatt az X egyes trajektoridi, minden véges intervallumon, korla-
tosak!7. A V altal generalt mérték szerint a véges szakaszok mértéke véges, igy minden trajektoria
esetén alkalmazhat6 a majoralt konvergencia tétele. Hangstlyozni kell, hogy a mértékek szerinti
integralok altaldban nem a kozelité Osszegek hatarértékei. Ugyancsak hangstlyozni kell, hogy
az integralkozelitd Osszegek szerkezete igen specidlis. Szemben a Riemann-integrallal, illetve az
azt altalanosité Stieltjes-integrallal most az integralkozelité Osszegekben a kozbiilsé pontot nem
valaszthatjuk akdrhogyan. Mindig szigortian az intervallum kezd&pontjanak kell megvalasztani.

3.3.2. A parcidlis integralas formulaja

Felvethets a kérdés: Mi lesz az [to—Stieltjes kozelits Osszegek hatarértéke ha az integrandos nem
balrol folytonos?

Lemma.
Ha X tetszdleges reguldris folyamat, akkor az Ito—Stieltjes kézelitd dsszegek hatdrértéke mindig az

/abx<s—>dv<s>é/abx (s)dV (s)

integrdl, ahol értelemszeriien a minusz jel az X folyamat bal oldali hatdrértékre utal.

Bizonyitas: Tekintsiik az X ugrasaibol allo AX = X — X_ folyamatot. A regularis fliggvények
alapvet$ tulajdonsaga, hogy tetszéleges véges szakaszon a fiiggvény egy adott ¢ > 0 konstansnal
nagyobb nagysagu ugrasainak szama mindig véges. Ennek oka kovetkezs: Legyen (¢,) egy olyan
végtelen sorozat, amelyre |(AX) (¢,)| > c. A szakasz végessége miatt feltehetd, hogy a (t,,) sorozat
monoton és konvergens. De a bal oldali hatarérték definicioja miatt feltehets, hogy van egy olyan
Sp < t sorozat, amelyre

| X (tn) — X (sn)| > ¢/2 > 0. (3.9)

Ha a (t,,) monoton nd&, akkor az (s,) valaszthatdo monoton névekeddnek, ha a (t,,) csékken, akkor
az (s;,) szintén valaszthato csokkendnek, illetve az is feltehetd, hogy az (s, )-nek létezik hatarértéke

17Ha nem lenne korlatos, akkor lenne egy olyan (t,) sorozat, amelyre |X (t,,w)| > n lenne. Az intervallum
végessége miatt feltehets, hogy a (¢n) sorozat konvergens, illetve feltehetd, hogy a sorozat monoton. Ez azonban
ellentmond annak, hogy létezik a jobb és a bal oldali hatarérték.
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és ez a hatéarérték azonos a (t,) hatarértékével. Ez azonban a trajektoéridk regularitdsa miatt!®
ellentmond az (3.9) sornak. Ha (m)f\;1 a c-nél nagyobb ugrasok halmaza, akkor a V jobbroél val6
folytonossaga miatt illetve a nagy ugrasok szdmanak végessége miatt

S ax ) (v (1)~ v (£9)) —o

Ebbdl kovetkezsen feltehets, hogy |AX| < c¢. De igy minden trajekoridra

0 (1) (v (11) - () - X ) v o) v () -
[ ) ) v

<cVar (V) ().

<

Mivel a ¢ véalaszthato tetszélegesen kicsinek a ), X (tgn)> (V <t51)1> -V (tl("))) kozelits Osszeg

hatarértéke megegyezik az » , X_ (tz(")> (V (tgi)l) -V (tgn))) kozelitG Osszegek hatarértékével.
Mivel az X_ folyamat balrdl regularizalt, a kozelité Osszegek hatéarértéke éppen az X_ o V sz-

tochasztikus integral.
O

A lemma fontos kévetkezménye a parcialis integralas formuldja. A formula kimondéasa el6tt tek-
intsiik a kovetkezd definiciét:

Definicio.
Ha minden
0=t <t <. <t <.

particié sorozatra, amelyre

-] =o0

lim max |t
n—oo 1

és minden t-re az
3 (X (tﬁi’l A t) X (tz(-") A t)) (Y (tz(-i)l A t) —Y (tE") A t))

sorozat hatarértéke létezik, akkor az igy kapott hatdrértéket az X és az Y folyamatok kvadratikus
keresztvaridcidjanak mondjuk és [X,Y] mddon fogjuk jelélni. Ha X =Y, akkor az X kvadratikus
varidcidjarol beszélimk. A kvadratikus varidciot [X] mddon fogjuk jelélni.

A kés6bbiek szempontjabol nem érdektelen hangsilyozni, hogy a definicié némiképpen pontatlan,
ugyanis nem tisztazza egyértelmten, hogy milyen topolégidban koveteljiik meg a konvergenciat.
Jelenleg konvergencian a pontonkénti konvergenciat értjiik, vagyis minden ¢ idépont és w kimenetel
esetén a felirt kozelitd 6sszeg konvergencidjat koveteljiik meg.

Most ratérhetiink a parcialis integralas formulajara.

Tetel.
Ha X ésY wéges vdltozdsi, jobbrol requldris folyamatok, akkor tetszéleges a < b idépontok esetén

XBY (D) —X(a)Y (a)=

/XdY+/YdX+

+[X,Y](b) - [X,Y](a).

18Vagyis ellentmond a jobb és bal oldali hatarérték feltételezett 1étezésének.
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Bizonyitas: A formuldbol természetesen az is kideriil, hogy amennyiben X és Y véges val-
tozéast, jobbrdl regularis folyamatok, akkor a keresztvariaciokbol allo [X, Y] folyamat értelmes.
Lényegében ez az éllitas {6 mondanivaloja. Maga a formula lényegében nyilvinval6. Az egyen-
16ségben szerepld sztochasztikus integralok éppen a

2; x (1) (v (1£7) v (£7)).
S (1) (1) -3 (2)

kozelits osszegek hatarértékei. Ha felirjuk az [X, Y] keresztvariaciot definialo kozelitd dsszegeket,
akkor elemi szamoléassal lathat6, hogy a jobb oldalt kozelité Osszegek Gsszegei a bal oldalon &ll6
kifejezésre egyszertisddnek. Mivel a bal oldal kontans, és a két integral létezik ezért a keresztvar-
i4cio is létezik és a formula trividlisan teljesiil.

illetve az

0O

Erdemes hangstlyozni, hogy a sztochasztikus integralok létezéséhez nem sziikséges, hogy az inte-
gratorok jobbroél regulérisok legyenek. Tetszdleges korlatos valtozasu fliggvény segitségével definial-
hatjuk folytonos fiiggvényekre a Riemman—Stieltjes integralt, amit aztan kiterjeszthetiink a Borel-
meérhetd fiiggvényekre és igy definidlhatjuk a fiiggvény altal generalt mértéket, kovetkezésképpen
az integral is. Miként kozismert ez mérték meg fog egyezni a jobbrél regularizalt verzio altal az
intervallumokon definidlt mérték kiterjesztésével. Ugyanakkor az Ito—Stieltjes kozelits Gsszegek
csak akkor konvergéilnak, ha az integrator mar jobbrol regularizalt, ugyanis akkor lesz csak az Ito—
Stieltjes kozelits Gsszeg a megfelels 1épcss fliggvény integrélja. Ennek kovetkeztében a kvadratikus
keresztvaridcio csak jobbrol'? regularizalt folyamatok esetén létezik, vagyis csak ilyen folyamatokra
fiiggetlen a kozelitd pontok sorozatédnak valasztasatol.

Példa.
Kvadratikus keresztvaridcio nem reqularizalt folyamatokra.
Legyen
0 ha t<1
V({#)=¢ 1/2 ha t=1
1 ha t>1

Ha a kozelité pontok egyike sem ¢ = 1, akkor a kvadratikus variacio a [0, 2] szakaszon 1, éppen
t = 1 pontban vett jobb és a bal oldali hatarérték kiilénbségének négyzete. Ha azonban a t =1 is
osztopont, akkor a kvadratikus varidcio (1/2) + (1/2)% = 1/2.

O

Hangsualyozni kell, hogy ¢nmagaban a parcidlis integralas formuldja semmitmondo, ugyanis a
keresztvariaciot éppen ugy definidltuk, hogy a formula igaz legyen. A formula igazi ereje akkor
lesz nyilvanvalé, ha ki is tudjuk szdmolni a keresztvariacié értékét.

Példa.
Ha az X folyamat folytonos az'Y folyamat pedig véges vdltozdsi, akkor [X,Y] = 0.

Ez a rendkiviil gyakran hasznalt Osszefiiggés trivialis kovetkezménye annak, hogy a
[ (47) ()] Sy (47) - ()

trividlisan®® a keresztvariaciot kozelits dsszeg felsé becslése. Az Y véges véltozasi, igy az Osszeg
definicio szerint feliilrgl becsiilhets a Var (V) (t) < oo értékkel. De az X folytonos, igy a [0, t] sza-
kaszon egyenletesen folytonos, igy a maximumot tartalmazo kifejezés nullahoz tart. Kévetkezéskép-
pen [X,Y] =0.

19Vagy balrol, de ez mar konvencié kérdése.
20A |3 aibi| < max; |a;| Y, |bi| elemi egyenlétlenségrél van szo.
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Példa.
Ha az X és az 'Y folyamat véges vdltozdsi és jobbrdl reguldris, akkor [X,Y] =Y AXAY, vagyis a
keresztvaridcid éppen az ugrdsok dsszege.

Az egyenlGség igazoldsahoz feltehetjiik, hogy az X és az Y tiszta ugro fiiggvények. Ha példaul
X = X+ X% az X felbontasa folytonos és ugro részre, akkor a keresztvariacio linearitdsa miatt>!

(X, Y] = [X°+X4Y] = [XY]+ [X,Y] = [X4Y],
illetve hasonléan eljarva az Y esetében
(X, Y] = [X4 v+ V9] = [X9 V9],

Tiszta ugro fiiggvényekre felirva a parcialis integralas formulajat, kihasznélva, hogy valamely pont
mértéke éppen a pontban valé ugras nagysaga

/bX_dY = > X_(s)AY (s)
/bY_dX = > Y. (s)AX (s)

Ha els6 Osszeghez hozzaadjuk a > AX (s) AY (s) kifejezést és kiemeljitk a AY-t akkor az

> X (s)AY (s)

Osszeget kapjuk. Ha ehhez hozzdadjuk a masodik integralt, akkor az

D (X ()Y (s) = Yo ()X (s)) = D A(YX) ()

Osszeghez jutunk. Mivel az X és az Y tiszta ugréfiiggvények, ezért az Osszeg éppen a parciélis in-
tegralasi formulédban szerepls X (b)Y (b) — X (a) Y (a) kifejezésre egyszertisodik. Erdemes hangsu-
lyozni, hogy mivel feltettiik, hogy az X és az Y folyamatok véges megvaltozasiuak, ezért a fenti
szamolasban szerepld Osszegek abszolut konvergensek voltak, igy a sorok Osszege fiiggetlen volt a
sorrendtdl és altalaban a szokasos véges Oszegekre megszokott szabalyok érvényesek maradtak?2.

0O

3.3.3. A sztochasztikus integral mikor lesz martingal?

Az alpont cime az imént bevezetett sztochasztikus integréllal kapcsolatos leginkabb relevans kérdés.
A valaszt a kovetkezd allitas tartalmazza:

Allitas.

Ha o'V integrdtor martingdl és a Var (V') (00) vdltozd integrdlhatd, vagyis ha E (Var (V') (00)) < oo,
akkor tetszdleges korlatos, balrdl folytonos és adaptdlt X integrandus esetén az X oV sztochasztikus
integrdl martingdl.

Bizonyitas: Talan érdemes hangsilyozni, hogy valamely véges valtozasu V folyamat esetén a
Var (V) modon jelolt folyamat értéke, definici6 szerint, minden (¢,w) pér esetén az w kimenetelhez
tartozo trajektoria megvaltozésa a (0,t] szakaszon. Viladgos, hogy nagyobb ¢ esetén a megval-
tozas nem lehet kisebb, igy a Var (V) folyamat trajektoriai novekeddek. Ebbdl kovetkezen a
Var (V) (00) modon jeldlt végtelenben vett hatarérték mindig értelmes, és vilagos, hogy mérhetd

21 Trivialisan kévetkezik az integral hasonld tulajdonsagabol.
22 A példat indokolhatjuk tgy is, hogy levalasztjuk egy adott c-nél nagyobb ugrasokat, ezekre igazoljuk a formulat,
majd megmutatjuk, hogy ¢\, 0 esetén éppen a kivant egyenldséget kapjuk.



3.3. SZTOCHASZTIKUS INTEGRALAS 43

fliggvény. Természetesen semmi sem zérja ki, hogy ez a hatarérték esetleg ne legyen +oo. Az
allitasban szerepld feltétel szerint a végtelenben vett hatarértékek altal definiélt fiiggvény varhato
értéke véges. Ilyenkor szokas azt mondani, hogy a V integralhaté valtozasu.

Tegyiik fel tehat, hogy a V integralhaté véaltozasi martingal?®. Legyen

0=t <t <. <t <.

az Ry idGegyenes egy felbontasa. Tekintsiik az
= 3w () (v (5 ae) - v (15 a))

alaku kozelit6 integralfiiggvényeket. Emlékeztetiink. hogy az a A b jel az a és a b szamok koziil a
kisebbet jeloli, igy az Y, (t) a (0, t] szakaszba es6 osztopontokra valo Gsszegzést adja meg. Vegyiik
észre, hogy a V jobbrol valé regularitdsa miatt a V' trajektoriai jobbroél regularisak. Megmutatjuk,
hogy az Y,, martingal. Ha s < t, akkor

E (Y, (t) [ Fs) = Ya(s) +E(Un(s) + Z(s,0) | F),

ahol U, (s) az s el6tti utolsé osztoponthoz tartozo kozelitd tag s és a kovetkezd osztopont kozotti
értéke, vagyis ha u(™ az s el6tti utolsé osztopont és t( )1 az s utani els6 osztopont, akkor

Un (5) = X (u(”)) (V (t§ﬁ>1 A t) —v (s)) :

Zs,t)= > X (tgﬁg) (V (tE") /\t) -V (t(") At))

s<t{™ <t

illetve

az integral tobbi része. Megmutatjuk, hogy E (Z (s,t) + U, (s) | Fs) = 0. Mivel egy véges tsszegrdl
van sz6 elegendd beldtni, hogy az 6sszeg minden egyes tagjanak feltételes varhato értéke nulla. A
feltételes varhato érték elemi tulajdonsagai alapjan, felhasznalva, hogy s < tgf)l, igy Fs € Fyom

E(x (60) (v (5 nt) = v (£ nt)) | 7o) =
=B (B(x (1) (V (47 h ) =V (7)) 170,) | ) =
)R (00 () 7 7)-
=B (x(1%)015) =0

Hasonléan mivel v < s < tz@u ezért

E (U, () | 7o) = X (u)E(V (£7) = V() | £) =0

Minden egyszertiisége ellenére a fenti szamolas a sztochasztikus folyamatok elméletének egyik kulcs

szamolasa. Vilagos, hogy az X (tz(‘:l)1

korlatossagat kihasznaltuk. Egyrészt ott, hogy a szorzat
feltételes varhato értéke értelmes, masrészt a kiemelési szabély hasznalatakor. A V martingal tula-
jdonsaga miatt a V' (tgn) A t) -V (t(") A t) biztosan integralhato, de ha az X nem lenne korlatos,

akkor az egész fenti gondolatmenetben szerepld feltételes varhato értékek konnyen értelmetlenek
lehetnének. Vilagos az is, hogy kihasznaltuk, hogy a V martingdl ugyanis ezért lesz az F o ,
i—1

illetve az F, szerinti feltételes varhato érték nulla. Ha n — oo esetén

_ tgil)l N O7

sup ‘tgn)
i

23pgldaul egy kompenzalt Poisson-folyamat.
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akkor a mar emlitett gondolatmenet miatt?* minden (¢,w) esetén Y, (t,w) — (X o V) (t,w). A
probléma csak az, hogy a hatarérték és a feltételes varhato érték felcserélhetG-e? Mivel a feltételek
miatt trivialisan

Y, (t)] < sup|X|- Var (V) (c0) € L (Q),

ezért a feltételes varhato értékre alkalmazhatd a majoralt konvergencia tétele, igy
E(XeV)()|F) = E(lim Y, (t)|F)=

= lim E(Y, ()| Fs) =

lim Y, (s) = (X eV)(s).

Ami éppen a bizonyitando tulajdonsag.

3.4. Fiiggetlen Poisson-folyamatok ugrasai

Legyenek X és Y egy kozos F filtraciora nézve Poisson-folyamatok. Jelolje M és N a megfelels
exponencialis martingalokat. A parcialis integréalasi formula szerint
MN—-1=M_eN+ N_e M+ [M,N].

Vegyiik észre, hogy tetszdleges véges intervallumon az M_ és az N_ korlatosak®®. Ugyancsak véges

majoransa?®. Ebbdl kovetkezGen a sztochasztikus integralok martingalok. Véarhato értéket véve
E(M(t)N(t)) — 1 = E([M, N|(t)).

Erdemes hangsiilyozni, hogy a sztochasztikus integralok martingal tulajdonsaganak igazolasahoz
sziikséges, hogy az integrandus és az integrator ugyanarra a filtraciéra nézve legyen adaptélt. Ezt
biztositja a feltétel, hogy az X és az Y egy kozos filtraciora nézve alkotnak Poisson-folyamatot.
Ha az X és Y folyamatoknak nincsen kozos ugrasa, akkor a Fourier-transzformaltak id§ szerinti
folytonossaga miatt az M és N exponenciélis martingdloknak sincsen kozos ugrasa. Mivel az M és
az N trajektoriai korlatos valtozasiuak és véges szakaszokon a Poisson-folyamatoknak csak véges
szamu ugrasa van és az ugrasok kozott az M és az N trajektoriai derivalhatoak, ezért

[M,N](t) =Y _ AM (s) AN (s) = 0.

Ebbdl kovetkezGen, ha egy valoszintiséggel a két folyamatnak nincsen kozds ugréasa, akkor
E(M(t)N(t)) = 1.
A Fourier-transzforméaltakkal atszorozva
E(exp(iuX (t) +ivY (t))) = E(exp(iuX (t))) - E(exp(ivY(t))),
vagyis az egyiittes Fourier-transzforméalt az egyedi Fourier-transzforméaltak szorzatara bomlik.

Kovetkezésképpen, ha az X-nek és az Y-nak a [0,¢] szakaszon egy valoszintiséggel nincsen kozos
ugrasa, akkor az X(t) és az Y (t) figgetlen. Megforditva, megmutatjuk, hogy ha az X(¢) és az

24 A majoralt konvergencia tétel és az X balrol valé regularitisa miatt.

25 A szamlalo korlatos, a nevezd pedig, véges szakszon, egy adott érték felett halad, ugyanis olyan folytonos
fiiggvény, amelyik soha sem nulla.

26Ugyanis a Poisson-eloszlasnak van varhato értéke.
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Y (t) figgetlenek, akkor az egyiittes Fourier-transzformaltak szorzat alakra bomlanak. Az egysz-
eriiség kedvéért nem a Fourier-transzformaltakkal, hanem a Laplace-transzformaltakkal irjuk fel
az exponencialis martingalokat:

N exp(—sX(u))
M= Blexp(—sX ()
N(su) = exp(—sY (u))

E(exp(—sY (u)))
Ekkor a sztochasztikus integralok ismét martingalok és a fiiggetlenség miatt
E(M@)N(t)) = E(M(t)) - E(N(t)) = 1
kovetkezésképpen a fenti gondolatmenet megismétlésével
E([M, N](t)) = 0.

Konnyen lathat6, hogy példaul

exp(—sX(r)) — exp(—sX(r—)) <0

AM(s,r) = E(exp(—sX(r))) -

Igy a kozos ugrasok szorzata nem negativ, igy az ugrasok szorzatanak Osszegének varhato értéke
csak akkor lehet nulla, ha az X és Y folyamatoknak egy valdsziniiséggel nincsen kdzds ugrasa.

A bemutatottakkal kapcsolatban két megjegyzést tesziink:

1. Ha az X Poisson-folyamat ugrasainak idépontja (o) és az Y ugrasainak idépontja (20,,), akkor
konnyen lathato, hogy nincsen kézos ugrasuk, de nem is fiiggetlenek. Ugyanakkor nem is lesznek
egy kozos filtracidora nézve egyszerre Poisson-folyamatok.

2. Erdemes hangstlyozni, hogy csak az X (t) és Y (t) valtozok fiiggetlenségét igazoltuk és nem
igazoltuk az X és az Y folyamatok fliggetlenségét. Az X és Y folyamatokat, definici6é szerint,
fiiggetlennek mondjuk, ha tetsz6leges modon valasztva a (ti)fvzl és az (sj)jlvil idépontokat az
(X (t:)); vektor fiiggetlen az (Y (s;)), vektortol. Emlekeztetiink, hogy ez utobbi azt jelenti, hogy
a két vektor altal generélt két o-algebra fliggetlen. A gondolatmenet némi kiterjesztésével meg-
mutathaté, hogy az ugrasok egy valoészintiséggel valé diszjunktsaga sziikséges és elegends feltétele
a folyamatok fiiggetlenségének.

3.5. Fiiggelék: Fourier-transzformacié és fiiggetlenség

A fiiggetlenség a valoszintiségszamitas egyik legkiilonosebb fogalma. A fiiggetlenség sokkal ne-
hezebben kezelhets fogalom, mint az els§ ranézésre latszik. Ennek oka az elemi valészintiségszamitas-
ban is hangsulyozott paronkénti és teljes fiiggetlenség koztieltérés. A fiiggetlenséget legegysz-
ertibben a Fourier-transzformacio segitségével kezelhetjiik.

Definicié.

Legyen & valdsziniségi vdltozo. A

teR— ¢ (t) = E(exp (it€)) = E (costf) + iE (sin t&)
fiigguényt a & Fourier-transzformdltjanak nevezzik. Ha a & eloszldasfiigguénye F, akkor
p(t) = / exp (itx) dF (z) = / costxdF (x) +i/ sintaxdF (z).
R R R
Az egydimenzids esettel analdg médon definidlhaté a € = (&1,&s, . ..,&,,) vektor vdltozd
Sa(t') = @(t17t27"'7tm)£
= E(exp (i (1€ + 126y + - +1m&))) = E (exp (i (8, €)))
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Fourier-transzformdltja. A wvaldszindségszamitdsi irodalomban a Fourier-transzformdcio helyett
szokds az eloszlds vagy a valdsziniiségi valtozo karakterisztikus fiigguényérdl is beszélni. Ugyanakkor
a karakterisztikus fligguény kifejezést szokds a halmazok karakterisztikus fiiggvényére is alkalmazni.
A félreértések elkerilése céljabol mi a tovdbbiakban inkdbb a Fourier-transzformdcio kifejezés fogjuk
haszndlni.

Példa.
A X paraméterid Poisson-eloszlds Fourier-transzformdltja

@ (£) = exp (A (exp (it) — 1))

Valéban
0o )\k 0o )\k
p(t) = ﬁexp( A) exp (itk) = exp ( o (exp (it))
k=0 k:0
= exp(A(exp(it) — 1)).
O
Példa.
Az N (0,1) standard normdlis eloszlds Fourier-transzformdltja
t2
t) = - .
el =ex ()
Tekintsiik a
(t) 1/ (“72>( tr +isintz)d
—— [ exp | —— ) (costx +isintx)dx =
14 o p B)
ex costxdr
V2 / P ( >
t szerinti derivaltjat®”, majd a derivaltat parcidlisan integralva z szerint
1 x?
"t) = —— [ ex <)xsintmdaz
¢ (1) Nor S A W
oo ()]~ [ e () o
= exp | —— | sintzx — exp | —— | tcostzdx =
2m P 2 oo R V2T P 2
= —tp(t).
Mivel a Fourier-transzforméacio elemi tulajdonsagai miatt ¢ (0) = 1, ezért a normalis eloszlas
Fourier-transzformaltjanak eleget kell tenni a
de
— = —tp(t), »(0)=1 (3.10)

egyenletnek. Kézvetlen behelyettesitéssel lathato, hogy a ¢ (t) = exp (—t2/2) eleget tesz a (3.10)
egyenletnek, és a kezdeti érték feladat egyértelmi megoldhatosiga miatt az exp (ft2 / 2) az egyetlen
megoldédsa az egyenletnek?®.

O

A Fourier-transzformécio legfontosabb tulajdonsaga, hogy egyértelmiien jellemzi az eloszlast.

Tétel. (Unicitasi tétel)
Ha a &, és a &, vektorok Fourier-transzformdaltjai megegyeznek, akkor az eloszldsaik is megegyeznek.

2"Mivel a normalis eloszlasnak van varhaté értéke, ezért ¢ derivalhato, és be lehet derivalni az integral mégeé.
28Tinearis differencislegyenlet esetén a megoldas egyértelmiisége kbzvetleniil, elemi médon igazolhato.
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Bizonyitas: Az allitds a monoton osztaly tétel kozvetlen kovetkezménye: Jelolje £ az olyan u
korlatos mérhetd fiiggvények halmazat, amelyekre

E(u(£,)) = E(u(&s))-

Az L trividlisan A-rendszer, amely tartalmazza, az exp(i(u, x)) alaka trigonometrikus fiiggvények
m-rendszerét. A monoton osztaly tétel miatt az £ tartalmazza a trigonometrikus polinomok &l-
tal generalt o-algebra elemeinek karakterisztikus fiiggvényeit. Ez utébbi o-algebra megegyezik a
folytonos fiiggvények altal generalt o-algebraval®®, vagyis a Borel-halmazokkal. Ebbél kivetkezéen
tetszbleges B Borel-mérhet6 halmazra

P& € B) =E(xg(&:1)) = E(xg(§,)) = P(§, € B),

vagyis a két eloszlas valoban megegyezik.

Tetel.
A &, és &, valdszindségi vektorok pontosan akkor fiiggetlenek, ha

¥ =¥1- P2

ahol v, a &, és py a &, Fourier-transzformdltja, és ¢ a (&1,&,) kozds eloszlisinak Fourier-
transzformdltja.

Bizonyitas: Ha a £, és a &, fliggetlenek, akkor a felbontas teljesiil. A forditott irdny a monoton
osztaly tétel elemi kdvetkezménye: Rogzitsiink egy v vektort és legyen £ az olyan korldtos mérheté
u fliggvények halmaza, amelyekre

E(u(&;) exp(i(v, §2))) = E(u(£1)) - E(exp(i(v,£,)))-

Az L nyilvanvaléan A-rendszer, ugyanis tartalmazza a konstans fiiggvényeket, linearis tér, és ha
un € L és (uy) egyenletesen korlatos és u, " u, akkor u € L. A feltétel szerint az £ tartalmazza
az

u(x) = exp(i(u,x)),

alaku fiiggvényekbdl allé m-rendszert. Igy tartalmazza ezen m-rendszer altal generalt o-algebra
szerint mérhetd halmazok karakterisztikus fiiggvényeit. Igy minden B Borel-mérhets halmazra

E(xp(&1) exp(i(v,£2))) = E(xp(§1))E(exp(i(v, &) =
= P(& € B)E(exp(i(v,£3)))-

Most legyen L az olyan korlatos és mérhets v fiiggvények halmaza, amelyekre

E(xp(&1)v (&) =P(&; € B)E(v (&)

A mar bemutatott modon, a monoton osztaly tétel segitségével, megmutathatd, hogy minden D
Borel-mérhet6 halmazra a xp fiiggvény eleme az £ rendszernek. Igy

P(§, € B¢, € D) = E(xg(&1)xp(&2)) = P(& € B)P(§, € D).

Ez definici6 szerint azt jelenti, hogy a &, és a &, vektorok fliggetlenek.

29Ez tulajdonképpen a Weierstrass-féle approximacios tétel.
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3.6. Fiuggelék: A regresszios fliggvény kiszamolasanak egy
fontos esete

Igen gyakran hasznos a kovetkezd allitas:

Allitas.
Ha & és n fiiggetlen vdltozék, A € B (R2) és

9(w) =Py €A,

akkor
P((&n)eAln)=gn).

Altaldnosabban, ha & és n figgetlen valdszinidségi vdltozok, f olyan kétvdltozds Borel-mérhetd®
fiigguény, amelyre létezik az E (f (§,7n)) véges vagy végtelen vdrhato érték, és

g) =E(f(&y),

akkor
E(f&n)In) =g,

VagY ami ugyanaz

E(f&n)|n=y)=E(f(&y)|In=y)=E(f(&y),

vagyis a regresszids figgvény kiszdmoldsakor a feltétel behelyettesithetd, illetve elhagyhato.

Bizonyitas: A feltétel szerint az E (f (£,7)) létezik. Mivel a & és az 1 fliggetlenek, az egyiittes
eloszlasuk éppen a £ és az n eloszlasainak szorzata, igy a Fubini tétel alapjan a g az n eloszlasa
szerint majdnem mindenhol értelemben jol definidlt. Megjegyezziik, hogy a Fubini-tétel miatt a g
wparcilis varhato érték” Borel-mérhets, és éppen az

E(f(&n)|n=y)

regresszios fliggvény egy verzidja. Nem nehéz belatni, hogy az olyan korlatos f fliggvények, ame-
lyekre az egyenlGség teljesiil A-rendszert alkotnak. Ha A = C x D egy Borel-mérheté tégla, akkor
felhasznélva, hogy a & és az n fiiggetlenek

P(&meAln = EXxc@xpIn)=xpmEKX:EI[n)=
= xpMEKXc))=xpMP(EeC)=9gn),

vagyis ilyenkor az allitas teljesiil. A monoton osztily tétel miatt a mérhets téglak altal generalt
B (R2) o-algebrara, nézve mérhets korlatos fliggvényekre teljesiil az Osszefiiggés. A monoton

konvergencia tétellel az Osszefiiggés kiterjeszthetd a nem korlatos, nem negativ fiiggvényekre is.
0O

30Ha a £ és az 1 nem valos értékd leképezések, akkor az f-nek szorzatmérhetének kell lenni.
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4.2

4. fejezet

Sztochasztikus integralas

A sztochasztikus integraléds célja, hogy kiterjessze az integral fogalmét korlatos véltozasu folyam-
atokrél az dgynevezett szemimartingalokra. A szemimartingalok, definici6 szerint, két folyamat
Osszegeként irhatoak fel. Az egyik folyamat korlatos véltozasi, a masik folyamat egy ugynevezett
lokalis martingal. Mivel a korlatos valtozasu folyamatok szerinti integralast mar targyaltuk csak a
lokalis martingalok szerinti integralast kell bemutatni. A sztochasztikus integraléas lényege, hogy az
integralt az Ito—Stieltjes tipust kozelits dsszegek hatarértékeként definidljuk. Az egyetlen lényeges
kiilonbség az, hogy a hatarérték, csak a sztochasztikus konvergencidban létezik.

Definici6. (Ito—Stieltjes-integral)
Legyen X sztochasztikus folyamat és minden

a=t" <t <. <t =

felosztdshoz rendeljiik hozzd az
L= x (4) (v (87) - v (52))
k

Ito—Stieltjes kozelitd Gsszeget. Ha létezik olyan ¢ valdsziniségi vdltozd, hogy minden olyan felosz-
tasra, amelyre

lim m]?x (t,g") — t,(c"_)l) =0

n—oo
a kozelitd dsszegek sorozatdra sztochasztikus konvergencidban
lim I, =(,
n—oo

akkor ezt a kézés ¢ hatdrértéket az X folyamat Y szerinti Ito—Stieltjes-integraljanak mondjuk, és
[? XdY madon jeliljiik.

4.1. Az integral létezése

Természetesen az elsd 1ényeges kérdés, hogy milyen koriilmények kozott létezik az integral. Mivel
a pontonkénti konvergenciaboél koévetkezik a sztochasztikus konvergencia ha Y korlatos valtozasiu
és az X balrél-reguléris, akkor az integral létezik és megegyezik a trajektorianként vett Lebesgue—
Stieltjes-integrallal. Tudunk-e mondani azonban mas eseteket is vagy sem?

Igen hasznosak a kovetkezs elemi Gsszefiiggések:

Lemma. (Kiemelési szabaly)
Legyen & integrdlhatd vdltozd és legyen 1 korldtos' F-mérhetd viltozé. Ekkor

EMmS|F)=nEE|F).
T Altaldban a korlatossag enyhithets. Elegendd feltenni, hogy a ¢ és az n¢ integralhaté legyen.

49
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Bizonyitas: Vegyiik észre, hogy az 7 korlatossaga miatt az né valtozoé is integralhatéd. Ha 7 egy
H € F halmaz karakterisztikus fliggvénye, akkor

/FXHSdP = /FmedP:/FmHE(H}‘)dP:
= [ B PP

Mivel a x yE (¢ | F) szorzat F-mérhetd, ilyenkor az egyenlGség teljesiil. Az egyenlGség trividlisan
atvihetd lépcsds fiiggvényekre. Ha £ > 0, akkor a monoton konvergencia tételével az egyenléség
atvihet6 minden 1 > 0 F-mérhetd valtozora. Ha & tetsz6leges és n > 0 és korlatos, akkor

Em¢|F) = EmET | F)—EMmg | F) =
= nE("|F)-nE(E | F) =
= n(EE"|F)-E( |F)) =
= nE(|F).

Vegyiik észre, hogy ki kellett hasznélni, hogy az n¢ valtozo integrélhato, ugyanis ellenkezs esetben
a szamolés els§ fele értelmetlen lenne. Az édltalanos eset indoklasa analog.
O

Lemma. (Martingaltranszformacid)
Legyen M az F filtrdciora nézve diszkrét idejd martingdl, X az F-re nézve adaptdlt folyamat. Ha
az

X1 - (My, — My_1) (4.1)

kifejezések integrdalhatoak, akkor a

Zo =0, Zy=) Xpoy- (My— Mi)
k=1

sorozat nulla vdarhato értékkel rendelkezd martingdl. Specidlisan, ha X egyenletesen korldtos és M
tetszdleges martingdl, akkor a Z is martingdl.

Bizonyitas: Kihasznalva, hogy a feltétel szerint az Xj_1- (M), — My_1) integralhato, a kiemelési
szabaly és a teljes varhato érték tétele szerint, ha kK — 1 > m tetszbleges n-re

E (Xp—1X (| Xk-1] < n) (M — Mi—1) | Fin) =
=E(E (Xp-1x ([ Xk-1] <n) (Mg — My—1) | Fi—1) | Fm)
=E (Xp-1X (| Xp—1] 1) E (M), = My—1) | Fi—1) | Fin)

=E (Xp-ax (| Xk-1] <n)-0[ Fpn) =0.

Mivel a feltétel szerint a (4.1) integralhaté hasznalhatjuk a majoralt konvergencai tételét, igy
E(Xp—1 (Mg — My—1) | Frn) =0,

amibdl a lemma igazoldsa mar evidens.
O

A lemméban szerepls Z folyamatot martingaltranszformécionak mondjuk. A lemma szerint a
martingaltranszforméacié martingdl marad, feltéve, hogy a transzformaécié eredményeként kapott
sorozat integralhato.

Sziikségiink lesz még a kovetkezd azonossagra:
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Lemma. (Energiaazonossag)

Legyen X egy martingdl és tegyiik fel, hogy minden t idépontra az X (t) négyzetesen integrdlhato.
Ha s < t, akkor

E((X (1)~ X ()") =B (X2 (1) ~E(X*(s)).
Bizonyitas: A két oldal eltérése
422 E(X(s)- (X (s) - X (1))).

Ha s < t, akkor a martingal tulajdonsag miatt

dn = 2-BE(X (s)x (X (s)] <n)- (X (s) = X (1)) =
= 22EEX () x (X (s)] <n)- (X (s) =X (1) [ Fs)) =
2-EX (s)x (X ()l <n)-E(X(s) - X (1) [ Fo)) =
= 22EX(s)x (X (s) <n)-0)=0

Mivel X (s), X (t) € L? () ezért az | X (s) - (X (s) — X (t))] integralhato. Igy a majoralt konver-
gencia tétele alkalmazhaté mind a két oldalon és

d= lim d, =0.

n—oo

A bizonyitas kapcsan érdemes megjegyezni, hogy hasonléan az el6z6 lemma bizonyitasdhoz az
egyediili technikai gondot a kiemelési szabaly alkalmazasa okozta.
O

Definicid.
Emlékeztetiink, hogy az M € H? azt jelenti, hogy az M olyan martingdl, amelyre az ||M(t)|],
L? (Q)-norma a t idéparaméter szerint korldtos.

Példa.
A Wiener-folyamatok és a kompenzdlt Poisson-folyamatok véges intervallumokon H2-martingdlok.
Azonban a teljes szdmegyenesen ez nem érvényes.

A kovetkez6 tétel a Stieltjes-integralok létezését kimondoé kozismert tétel kozvetlen alltalanositésa:

Tétel.
Ha az X adaptdlt sztochasztikus folyamat az [a, b] véges szakaszon majdnem minden w-ra folytonos
és M € H?, akkor az X az |a,b]-én M szerint Ito—Stieltjes-integrdlhatd.

Bizonyitas: Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy az X minden kimenetelre folytonos. A
bizonyitast tobb lépésre bontjuk:

1. Tegyiik fel, hogy | X| < K és legyen (t,(c”))k az [a, b] szakasz felbontésa. Az el6z6 lemma alapjan

o= 20X (0 (ar (17) - (672))

sorozat martingal, igy a sorozat tagjainak varhato6 értéke nulla. A bizonyitas kulcsa, hogy

az integralkozelité Osszegek

11.]3 = D? (I,) < KL, (4.2)

ahol az L rogzitett, X-t6l nem fiiggs determinisztikus konstans. Az energiaazonossig alapjan

= e 62 (o (5) -3 ()
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Az energiaazonossag ijabb alkalmazéisaval
I0lE = [ () [ar (67 = (62)] |, <
k
e 3 o (47) -1 (42)] -
= ey () - () -

= K2 (IM @I - 1M @) .

IN

tehat az M € H? feltételezés miatt az

L= MO~ 1M (a)ll; < oo

definicioval érvényes a (4.2).

2. A sztochasztikus konvergencidban minden Cauchy-sorozat konvergens, ezért az integral kon-
vergencidjanak belatasahoz elegends megmutatni, hogy az integréalkozelits 6sszegek (I,,) sorozata
sztochasztikusan Cauchy-sorozat. Tekintsiik az I,, és I, integralokhoz tartozo felosztasok kozos
finomitasat. Vilagos, hogy az I, — I, felirhato

D (X (s3) = X (v3)) (M (ui) = M (u;-1))
modon, ahol az (u;) az [a,b] egy particioja és minden i-re s;,v; < u;_1. Vilagos, hogy az igy
kapott Osszeg szintén martingal és az L? (Q) norméjara igaz a korabban bemutatott becslés. (A
K persze az |X (ss) — X (v;)] kozil a legnagyobb.) Az I,, és az I,,, kozelit6 Osszegekhez tartozo
particiokat elég finomra véve az s; és a v; tetszlegesen kozel keriilhet egymashoz. Az X trajektoriai
folytonosak, vagyis az [a,b] véges szakaszon egyenletesen is folytonosak, ezért ha 6 — 0, akkor
tetszbleges w kimenetelre az
U(waé) = sup |X (taw) -X (va)|
t—s|<s
folytonossagi modulus nulldhoz tart. Konnyen lathato, hogy az U kiszamolasakor elegendé a
racionalis id6pontokat venni, igy az U mérhet6. A pontonkénti konvergencidbdl kovetkezik a
sztochasztikus konvergencia, ezért tetszéleges 7, > 0 szdmokhoz talalhaté olyan A halmaz és
d > 0 szadm, hogy P (A°) < 7, és ha w € A, akkor U (w,0) < e. Mivel az [a,b] intervallum
felosztasa végteleniil finomodik, ezért tetszéleges a > 0 szamra, elegendGen nagy n, m indexekre
a Csebisev—egyenlétlenség miatt
e2L

P(I,—1n|>a)<P(A)+P(AN{|I,—I,| > a}) ST-i-?.
A jobb oldali kifejezés az ¢ és a T megvalasztasaval tetsz6legesen kicsivé tehetd, igy az (I,,) sz-
tochasztikusan Cauchy—sorozat.

3. Megjegyezziikk azonban, hogy a bizonyitads pontatlan, ugyanis az Xy 4 fiiggvényhez rendelt
lépcsss folyamatra nem alkalmazhat6é a (4.2) becslés, ugyanis az igy ,csonkolt” folyamat nem
feltétleniil adaptalt! A gondolatmenet azonban kénnyen pontosithaté. Ha U (u, w, §) jeloli az [a, u]
szakaszon vett folytonossdgi modulust, akkor evidens médon az (u,w) — U (u,w,d) folytonos?

T(w) =inf{w: U (u,w,d) > e} Ab,

akkor a 7 megallasi id6. Ha w € A, akkor 7 (w) = b, igy az A halmazon I] — IT = I, — I,.
Elegend az A halmazon val6 ,csonkolas” helyett az X7 megéllitott folyamatra? alkalmazni a (4.2)

2 A folytonossag miatt ha az u értékét csak elég kicsit noveljiik, akkor az [u,u + h] szakaszon a trajektoria csak
egy kicsit valtozik.

3Mindig elég a racionalis idépontokat venni.

4A megallitott folyamat adaptalt lesz.
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becslést és a,
P(lL,—1In|>a) <PA)Y+PAN{|I,— L, >a}) <7+P (L] -1 | > «)

egyenl&tlenséget.

Definicid.

Valamely a t = 0 idépontban nulla értéket felvevd L folyamatot lokdlis martingdlnak mondunk, ha
megadhatd olyan megdlldsi idékbdl dllo (7,,) dgynevezett lokalizdcids sorozat, amelyre 7, /" o0 és az
L™ megallitott folyamatok mindegyike martingdl. Hasonloan egy a nulla pontbdl indulé L folyamat
lokdlisan négyzetesen integrdlhato martingdl, ha megadhato olyan 1, / oo lokalizdcids sorozat,
amelyre az L™ négyzetesen integrilhaté martingdl, vagyis amelyre L™ € H? minden n-re. Ha
valamely X folyamat X (0)+L alaki, ahol X (0) tetszdleges Fo-mérhetd viltozd és L a nulla pontbol
indulo lokdlis martingdl, vagy lokdlisan négyzetesen indegrdlhaté martingdl, akkor az X folyamatot
lokalis martingdlnak, illetve lokdlisan négyzstesen integralhatd martingdlnak mondjuk. A lokdlis
martingdlokat My, a lokdlisan négyzetesen integrdlhaté martingdlokat Hz, . mddon szokds jeldlni® .

Példa.
Ha w egy Wiener-folyamat, akkor a teljes iddtengelyen w ¢ H?, de w € H3, .

Allitas.

Ha az X adaptdlt sztochasztikus folyamat az [a, b] véges szakaszon majdnem minden w-ra folytonos
és az M lokdlisan négyzetesen integrdlhaté martingdl, akkor az X az [a,b]-én az M szerint Ito—
Stieltjes-integrdalhato.

Bizonyitas: Elegendd az el6z6 allitas bizonyitasat tgy modositani, hogy az M helyett M7"-et
irunk és felhasznaljuk, hogy a lokalizacié definicidja alapjan tetszGleges € > 0 szamhoz ha n elég
nagy akkor 7,, > b egy ¢ valészintiségl halmaztoél eltekintve. Masképpen ha n elég nagy akkor egy
tetszdlegesen kicsi valoszintiségti halmaztol eltekintve az [a, b] szakaszon az M és az M ™ egybeesik.

O

Allitas.
Ha M folytonos lokdlis martingdl, X folytonos adaptdlt folyamat, akkor az

b
/ XdM

Bizonyitas: Mivel az integral szempontjabol csak az M noévekményeik érdekesek, az egyszeriiség
kedvéert feltehetjiik, hogy M (a) = 0. Legyen

Tn = inf{t : |M (t)] > n}.

sztochasztikus integral létezik.

Az M folytonossédga miatt |M™| < n, vagyis az M lokélisan korlatos®, igy nyilvan lokalisan
négyzetesen integralhato, kovetkezésképpen alkalmazhato az el6zg allitas.
O

Az allitas bizonyitasabol azonnal kovetkezik a kovetkezd:

5A definicié els6 részében a lokalis martingaloktol azért kdveteljiik meg, hogy a nulla pontbél induljanak ki,
mert a L™ (t) = L (¢t A Tn) megallitott folyamat definiciojaval a t = 0 pontban a lokalis martingalokat nem tudjuk
modositani. Ezt elkeriilendd hasznélhatnank az X7 (t) = x (7n > 0) X (t A7) definiciot is, amely segitségével
a t = 0 id6pontban is ,le tudnank vagni“ a lokélis martingalok értékét. (Pl op (w) = oo, ha | X (0,w)| < n
és minden mas esetben o, (w) = 0 és a 7, helyet vehetnénk a p, = o, A 7, megéllasi id6t.) A probléma
azonban érdektelen, ugyanis csak sztochasztikus integralokra akarjuk a lokalis martingalok fogalmat alkalmazni
és a sztochasztikus integralok a ¢ = 0 pontban mindig nullak, igy a két definicié egybeesik és ezért célszerl az
egyszertibbet és kézenfekvébbet alkalmazni.

6Vegyiik észre, hogy itt kihasznaltuk, hogy az egyszeriiség kedvéért feltettiik, hogy az M (a) = 0, hiszen ellenkez&
esetben a becslés esetleg nem teljesiilne, ha az M mar eleve nagyobb lenne az a pontban mint n. De ennek nincsen
jelentGsége, ugyanis az M és az M — M (a) szerinti integralok megegyeznek.
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Allitas.
Minden folytonos lokdlis martingdl lokdlisan négyzetesen integrdlhato.

Erdemes hangstlyozni, hogy mivel az Tt6-Stieltjes sztochasztikus integral csak mint valészintiségi
valtozo értelmes, ezért az értéke csak majdnem mindenhol definialhaté. Eppen ezért az fab XdM
valdsziniiségi valtozo Fp-mérhetGsége csak akkor garantalhatd, ha az Fp, tartalmazza a nullmértéki
halmazokat. Nem vildgos tovabba, hogy létezik-e olyan sztochasztikus folyamat, amely értéke
minden ¢ id6pontban éppen az fot X dM sztochasztikus integral. Eppen ezért az alabbi allitas nem
nyilvanvalo:

Allitas.

Teqgyiik fel, hogy teljesiilnek a szokdsos feltételek. Ha az X folytonos valamint adaptdlt folyamat és
az M lokdlisan négyzetesen integrdlhato martingdl, akkor létezik olyan lokdlis martingdl, amelyet
X o M-mel fogunk jelolni, amelyre tetszéleges t esetén

(X o M) (t) ™" /O t XdM.

Ha az X egyenletesen korldtos és az M négyzetesen integralhato, akkor az X ¢ M nem csak lokdlis
martingdl lesz, hanem martingdl is. Ha az M folytonos, akkor az X e M folytonos.

Az elmondottak alapjan folytonos és adaptalt integrandus esetén a sztochasztikus integral két
esetben definidlhatd: Egyrészt ha az integrator korldtos valtozasi, masrészt ha az integréator
lokalisan négyzetesen integralhat6é martingal. Az elsé esetben az Ito-Stieltjes-féle kozelits Gsszegek
kimenetelenként konvergalnak, a masodik esetben pedig sztochasztikusan. Mivel a kimenete-
lenkénti konvergencidbdl kovetkezik a sztochasztikus konvergencia, igy mind a két esetben a
kozelits Osszegek konvergalnak a sztochasztikus konvergencia altal generalt topolédgia szerint. Em-
léekeztetiink, hogy ha két sorozat sztochasztikusan konvergens, akkor az 6sszegiik is konvergens és
a hatarérték éppen a hatarértékek Osszege. Ebbdl kiovetkezSen, ha az Y integrator felbonthatéd
Y =Y (0)+ L+ V modon és az X integrandus adaptalt és folytonos, akkor Ito—Stieltjes-féle
kozelits Osszegek konvergalnak. Ez indokolja a kdvetkezs definiciot:

Definicié.
Ha az S folyamat felbonthaté S = S (0)+L+V mddon, ahol az L lokdlisan négyzetesen integralhato
martingdl és a V wvéges viltozdsiu adaptdlt folyamat, akkor az S folyamatot szemimartingdlnak
mondjuk.

A szemimartingalok definicioja alapjén érvényes a kovetkezs tétel:

Tétel.
Ha az X adaptdlt sztochasztikus folyamat az [a, b] véges szakaszon majdnem minden w-ra folytonos
és az' Y szemimartingdl, akkor az X az [a,b]-én az S szerint Ito—Stieltjes-integrdlhatd.

A szemimartingdlok osztélyat meglehet&sen formalisan definidltuk. A definiciébol az sem vila-
gos, hogy minden lokilis martingil szemimartingal-e. A folytonos lokalis martingalok lokalisan
négyzetesen integralhatoak, de mit lehet mondani a nem folytonos lokalis martingalokr6l? Nem
egyszerd annak igazoldsa, hogy ha valamely S folyamat egy lokalis martingal és egy adaptalt
véges valtozasa folyamat dsszege, akkor az S szemimartingal”. Ebbél specidlisan az is kovetkezik,
hogy minden L lokalis martingal és tetszéleges X folytonos adaptalt folyamat esetén értelmes az
X o [ sztochasztikus integral és az integral az Ito-Stieltjes-féle kozelits Osszegek hatérértéke, ahol
a konvergencia a sztochasztikus konvergencidban értends. Ezen Aallitdsok igazolasa igen messze
vezetne.

7Az érdekes eset annak igazolasa, hogy minden lokalis martingal felbonthato két lokalis martingal 8sszegére. Az
egyik eleme a Hﬁ)c térnek, a masik pedig korlatos valtozasi. Mivel a korlatos valtoza, folytonos lokalis martingalok
konstansok a masodik tag nyilvain nem folytonos. Hangsilyozni kell, hogy az idevagu tételek igazolasa egyrészt
nehéz, masrészt a teriilettel ismerked6k szaméra sziikségtelen.
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4.2. A sztochasztikus integral tulajdonsagai

Mivel a sztochasztikus integralt az It6-Stieltjes-féle kozelit6 Osszegek hatarértékeként definialtuk a
parcialis integralas formulaja kézenfekvé modon atvihets véges valtozasi folyamatokrol szemimart-
ingéalokra. Mivel azonban a sztochasztikus integralt csak folytonos integrandus esetén értelmeztiik
fel kell tételezni, hogy a formulaban szerepls két folyamat folytonos® szemimartingél.

4.16 Teétel. (Parcialis integralas)
Ha X ésY folytonos szemimartingdlok, akkor tetszdleges t iddpont esetén

X(t)Y(t)—X(O)Y(O):/OthY+/OtYdX+[X,Y] t),

ahol [X,Y] a két szemimartingdl kvadratikus keresztvaridcidja. A keresztvaridcid a t iddpontban

D (3 (£ A ) = x (£ A 0)) (v (1 nd) = v (6, 1))

kozelitd osszegek sztochasztikus konvergencidban vett hatdrértéke. Ilyenkor az [X,Y] szintén folytonos.

Megjegyezziik, hogy a tétel igazolasa szinte sz6 szerint megegyezik a korlatos valtozasi esetben
bemutatottal: Ha az integralokra, illetve a kvadratikus variaciora felirjuk a kozelit$ kifejezéseket,
elemi szamoléssal lathato. hogy azonossagot kapunk. Ha a felbontast finomitjuk, akkor az in-
tegralok konvergensek, igy a keresztvaridciot definialé szorzatosszeg is konvergens és a formula
fennall. Ismételten hangstlyozni kell, hogy az integralok csak sztochasztikus konvergenciaban
léteznek, igy a keresztvariacio is csak sztochasztikus konvergenciaban létezik. Ebbdl kovetkezGen
a keresztvariacié automatikusan nem definidl egy folyamatot, hanem csak valoszintiségi valtozok
egy indexelt halmazat. Mivel azonban az integraloknak létezik sztochasztikus folyamat verzidja,
a kvadratikus keresztvariadcionak is létezik sztochasztikus folyamat verzioja. Mivel folytonos inte-
grator esetén a sztochasztikus integralnak van folytonos verzidja, ezért a keresztvaridcionak is van
folytonos verzidja.

Természetesen most is hangsilyozni kell, hogy bizonyos értelemben a parciélis integralas formulaja
semmitmondd, ugyanis éppen minden ugy van definidlva, hogy a formula teljesiiljon. Vagyis
némi tulzéssal azt is mondhatjuk, hogy a formula definicié szerint teljesiil. A formula silyat az
adja, hogy nagyon sok esetben a kvadratikus varidciot ki tudjuk szdmolni, illetve igen gyakran
a sztochasztikus integralok varhato eértékét® is ki tudjuk szamolni. Eppen ezért az alabbi példa
alapvets jelentGségii.

4.17 Peélda.
A Wiener-folyamat kvadratikus varidcidja a [0,t] intervallumon éppen t.

Legyen w egy Wiener-folyamat és legyen (t;")) az [a, b] szakasz egy particidja. Ha Aw (t;:”) =
w (t,(:')> —w (tgl_)l), akkor a Wiener-folyamat definicidja alapjan

(3 (aw (1)) = 00 (s (4)) = -ty -

k k

8Valéjaban erre nincsen sziikség, de az egyszertiség kedvéért csak azt az esetet targyaljuk.

9A sztochasztikus integralok eloszlasanak kiszamolasara altaldban nincsen remény. Altalaban azt tudjuk tenni,
hogy megmutatjuk, hogy valédi martingalok és igy a varhatéd értékiik nulla. Erre késébb szamos példat fogunk
latni.
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A w fiiggetlen névekményt és a névekmények varhatd értéke nulla, ezért, ha a (t;c”)) felosztéas
finomsaga nulldhoz tart, akkor

[ (s () -

2

(3 (aw ())') -
- oo (o (4)))
< 5((an(4)) -
- B(won)’) (Vi —t,i”)l)4 -
SpUNCETNE

n) n
3-(b—a) - max (t§C - t,(f_)l) — 0.

2

IN

IN

Vegyiik észre, hogy a szamolas soran kihasznaltuk, hogy a standard normalis eloszlas negyedik
momentuma éppen 3. Valéban

\/ﬂ/ xexp( x;)dx - \/ﬁ/ xexp( w;)da::

iy
=ﬁr<z> L)

O

Tovabbi kvadratikus varidciok kiszamolasét teszi lehetévé az tgynevezett polaritési formula.

4.18 Allitas. (Polaritasi formula)
Ha L tetszoleges lokdlis martingdl, akkor [X e L] = X? e [L]. Hasonléan, ha M és N két lokdlis

martingdl, akkor
[XeM,YeN|=XYeo[MN].

A formula bizonyitasa nagyon messze vezetne, itt csak egy heurisztikus indoklast mutatunk be: A
kvadratikus variaci6 definicidja alapjan

(X oL~ Y ((XeL)(ty)— (X eL)(tr1)).
k

A sztochasztikus integral a kozelits Osszegek hatarértéke, igy egy igen kicsi intervallumon az inte-
gral megvaltozasa éppen egy darab kozelits ,téglalap” vagyis éppen X (tx—1) (L (tx) — L (tg—1)) -
Tehat

[X o L)

Q

3 (X (tae) (L (t) — L (te1)))* =
k
= Y X (1)’ (L) — L(ts1))’.
k
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Ugyanakkor az (L (ty) — L (t,—1))” éppen a [L] kvadratikus variaci6 névekményének egy kozelitése,
igy

(X o Ll~Y X (te—1)* (L] () = L] (th-1))
k

Vegyiik észre, hogy ez a szorzatdsszeg éppen az X2 e [L] integral egy kozelité dsszege, amibdl a
polaritési formula mar ,yilagos“. Hasonldan kell igazolni az altaldnos formulat:

Q

(X e M,Y o N D A(X o M) (th) A(Y o N) (ty) =
k
= > X (ti1) AM ()Y (ti-1) AN (t)) =
k
— ZX(tk_l)Y(tk—l)AN (te) AM (L)) =
k

= ZX(tkfl)Y(tkfl)A [N, M] (ty) ~
%

Q

XY o [N, M].

A polaritési formula mellett a mésik fontos integrélasi szabély az asszociativitasi szabaly. Tegyiik
fel, hogy S (u) = [;' X (s)dM (s), és tekintsiik az fot Y (u)dS (u) integralt. Mivel az integral a
kozelits Osszegek hatarértéke, ezért

/ Y (u)dS (u) = 3V (1) AS ().
0 k

A maér latott gondolatmenettel egyezd modon az S (u) integralfiiggvény AS (uy) névekményei az
S alakja miatt kozelithetéek az
X (uk_l) AM (uk)

Stéglalapokkal”, igy
/Y(u)dS(u)%ZY(uk,l)X(uk,l)AM(uk)z/ Y (u) X (u) dM (u).
0 k 0

Masképpen fogalmazva integralfiiggvény szerinti integralas esetén a két integral elvégzésének sor-
rendje ,csoportosithato”.

Allitas. (Asszociativitasi szabaly)
Tegyiik fel, hogy a Z = X e M sztochasztikus integrdl létezik. Az 'Y e Z sztochasztikus integrdl
pontosan akkor létezik, ha létezik az XY e M integrdl és érvényes a kévetkezd asszociativitdsi
formula:

Ye(XeM)=(YX)eM.

A sztochasztikus folyamatok irodalomban gyakran minden tovabbi emlités nélkiil hasznélni szokas
a formulat. Ha az integralokat differencialis formaban irjuk fel és dS = XdM, akkor az

(YeS)(t)= /0 Y (u)dS (u)
integral az
YdS =Y (XdM) = (YX)dM

formalis szabély szerint alakithatd, vagyis formalisan a differencialis alakban felirt kifejezés atzaro-
jelezhets. Vegyiik észre, hogy a formula érvényes minden fajta integralra, igy a Stieltjes- vagy az
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absztrak mérték szerinti integralokra egyarant hasznalhaté. Emlékeztettiink, ha valamely G sa-
lyfiiggvény derivalhato és a G derivaltja, g, a G stiriiségfiiggvénye!'®, akkor

/abf(x)dG(x):/abf(z)g(x)dx-

Ezt a formulat szokas a varhato értékek, illetve a kiillonb6z6 momentumok kiszamolasara hasznélni
az elemi valdszintiségszamitasban. Vegyiik észre, hogy az asszociativitasi szabaly éppen ennek
a strtségfiiggvényre vonatkozo alapvetd formulanak az altaldnositésa sztochasztikus integralok
esetére.

A sztochasztikus integral egy tovabbi fontos tulajdonsaga a kovetkezé:

Allitas. (Megallitasi szabaly)
Ha az X e M sztochasztikus integrdl létezik és T tetszdleges megdlldsi idd, akkor

(XeM)"=XeM’.

A formula tartalma ismét nyilvanval6. Ha az M integratort megéallitjuk a 7 id6pontban, akkor a
7 utdn az M noévekményei mar nulladk, ugyanis az M a 7 id6pont utan konstans. Igy az X ¢ M a
7 utan mar nem nd, vagyis az igy kapott integrél éppen az (X e M)" .

Végezetiil nyomatékosan hangsilyozni kell, hogy az alfejezetben targyalt szamolési szabélyokat
nem igazoltuk, csak elmagyaraztuk. A pontos formélis igazolasok igen messze vezetnek.

4.3. Mikor lesz a sztochasztikus integral martingal?

A sztochasztikus analizis legfébb technikai problémaja éppen a jelen alfejezet cime: Mikor lesz
egy lokalis martingal valodi martingal? A kérdés természetesen f6leg azért érdekes, mert tudni
szeretnénk, hogy egy sztochasztikus integral mikor lesz martingél, ugyanis ilyenkor a varhaté
értéke nulla lesz minden ¢-re. Az alabbiakban szamtalanszor fogunk szembesiilni avval, hogy egy
sztochasztikus integralrol szeretnénk tudni, hogy a varhaté értéke nulla vagy sem. Altalaban sajnos
nem, csak akkor, ha tudjuk, hogy valodi martingal. Ha L lokalis martingal és (7,,) a megfelels
lokalizacios sorozat, akkor

E(L™ (t)|Fs) = E(L({t ATp)|Fs) = L(s Amy) = L7 (s).
valahdnyszor t > s. Ha n " oo, akkor mivel a lokalizaci6é definici6ja miatt 7,, /" co, ezért

lim L™ (s) = L(s).
n—oo
A kérdés csak az, hogy az egyenlGség masik oldalan mikor vihetd be a feltételes varhato értékbe
a hatarérték. Erre szamos altalanos tétel ismert, a legegyszeriibb talan, ha az L(t)-nek t-szerint
van integralhaté majoransa. Az integralhaté majorans létezésének sziikséges és elegends feltétele,
hogy a
sup L ()]

véltozé integralhato legyen. Erre vonatkozéan hasznos az dgynevezett Davis-féle egyenlGtlen-
ség, amely a sup, |L (t)| integralhatosaganak sziikséges és elegendd feltételét adja meg a folyamat

Allitas.
Vannak olyan ¢ és C univerzdlis konstansok, hogy tetszdleges L lokdlis martingdl és T megdlldsi

idd esetén
e[ vara), < [swizen| <c|vmm],.

t<t
ahol a norma a megfeleld vdltozok L' (Q) térben vett normdjdt jeléli.

OVagyis ha G (z) = [ g (u) du.
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4.22 Definicié.
Definicié szerint X € L2 (M), ha

E(/OOOXQd[MO < oo0.

Vegyiik észre, hogy a belsd integrdl eqgy monoton nivekedd folyamat, az [M], szerinti trajektoriankénti
integrdlja egy nem mnegativ folyamatnak. Vagyis minden w kimenetelre ki kell szamolni egy-egy in-
tegralt és az igy kapott valosziniségi vdltozonak kell venni a vdrhato értékét. Természetesen az R
iddtengely helyett tetszdleges mds intervallum is irhato. Ilyenkor az integrdlokat az adott iddsza-
kaszra kell kiszdmolna.

A Davis-egyenl6tlenség fontos kévetkezménye a kdvetkezd:

4.23 Allitas.
Ha M tetszdleges lokdlis martingdl és X € L2 (M), akkor az X e M sztochasztikus integrdl mart-
ingdl.

Bizonyitas: A Davis-egyenl6tlenség szerint az X e M sztochasztikus integralnak pontosan akkor
van integralhaté majoransa, ha
H«/[X o M] (oo)H < .
1
A polaritasi formula és a Jensen-egyenlGtlenség szerint:
B(VXeM() < VE(XeM(x)) <

VE (X7 o [M] (0)) =
E h X2d

=(
4.24 Példa.

Ha w Wiener-folyamat, akkor az exp(w) @ w sztochasztikus integrdl martingdl.

IN

[le

[M]> < 0.

Elég megmutatni, hogy tetszSleges véges szakaszon az exp(w) e w martingal. Ehhez azonban
elegendd, hogy tetszoleges [0, t] szakaszon exp (w) € £? (w) . Emlékeztetiink, hogy a w kvadratikus

E (/Ot exp (2w (s))ds) =

variacidja éppen [w] (s) = s, igy
¢
= / E (exp (2w (s))) ds =
0

B( (exp (0 (3)))? i)
= /Otexp <(2\g§)2> ds < o0,

ahol természetesen az utolso sorban felhasznaltuk a lognormalis eloszlés varhato értékére vonatkozd
formulat, illetve azt, hogy a w (s) eloszlasa N (0, \/f) .

O
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5. fejezet

Ito-formula

A sztochasztikus analizis legfontosabb Osszefliggése az Ito-formula. Mindazt, amit iddig tanultunk
tekinthetjiik a formuldhoz kapcsolédo eltanulmanyoknak.

Tétel. (Ité-formula)

Ha F kétszer folytonosan derivdlhaté n-vdltozds figguény, és (Xy),_, folytonos szemimartingdlok,
akkor tetszdleges t iddpontra

FOO@)-FX0) = Y [ 55 (X (s) dXi(s) +

+;ZJ:/O 82;; (X (5)) d[Xs, X;] (s).

A formulénak szdmos olvasata van. ElGszor tegyiik fel, hogy az X egy lokalis martingdl. Ha F' egy
kétszer folytonosan derivalhato fiiggvény, akkor az F' (X) szintén sztochasztikus folyamat, amely
értéke egy (t,w) pontban éppen F (X (t,w)). A formula szerint ez a transzformélt sztochasztikus
folyamat két folyamat Gsszegére bonthaté. Az elsG, mivel az X most egy lokélis martingél, egy
lokalis martingal szerinti sztochasztikus integral, vagyis egy lokilis martingal. A masodik egy véges
valtozasu folyamat, az [X], szerinti sztochasztikus integral, vagyis egy véges véltozasa folyamat.
Vagyis az F (X) transzformalt folyamat egy lokalis martingal és egy véges valtozasu tag Osszegére
bonthaté, vagyis egy szemimartingal. Masképpen az Ito-formula szerint egy lokalis martingal
kétszer folytonosan derivalhato fliggvénye szemimartingal. Ha az X szemimartingal, akkor az X
szerinti sztochasztikus integral, definici6 szerint, az X lokélis martingal része szerinti integral és
az X véges valtozasu része szerinti integral Osszege. Vagyis egy lokalis martingal és egy véges
véltozasu folyamat Gsszege, vagyis az els6 sztochasztikus integral egy szemimartingal. Ehhez
kell hozzdadni a masodrendd tagokbol &llo véges valtozasu folyamatot, igy az F (X) biztosan
szemimartingal. Igy az Ito-formula éppen azt mondja, hogy a szemimartingalok osztalya zart a
kétszer folytonosan derivalhato fliggvényekkel vald transzformaciora nézve. Egyuttal a formula
megadja a transzformécié sordan kapott szemimartingal felbontésat is.

5.1. Masodrendii kozelitések, kvadratikus variacio
A bizonyitas nagyon messze vezetne, de azért némi indoklast célszerd adni. Vilagos, hogy valami

fajta Newton—Leibniz-szabalyrol van sz6. Probaljuk meg el6szor igy igazolni. Rogzitsiink egy [a, b]
szakaszt és vegyiik a szakasz egy (fj) particiojat. Tekintsiik az

F(X (b)) = F(X(a) =Y (F(X (t)) = F (X (ts-1)))

k

60
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teleszkopikus felbontast. A kozonséges Newton-Leibniz-szabaly esetén az

Q

F(X (trg)) = F (X () FHX (70) (X (trgr) = X () =

_ ZaF_ (X (7)) (X (ter) — X; (1)

kozelitéssel éliink'. Vegyiik észre, hogy az igy kapott

>y amz ) (X5 (t) — X (th1)

k =1

Osszeg altalaban nem konvergél a megfelel§ sztochasztikus integrdlokhoz, ugyanis a 7 kozelits
pontokat nem a [t;_1,tx] szakaszok kezdSpontjanak kaptuk, marpedig a kozelits Osszeg csak akkor
konvergal a sztochasztikus integralhoz, ha 7, = ¢p_1. A teleszkopikus osszeget becsiilhetnénk
mésképpen is. Ennek a klasszikus esetben nincs értelme, most azonban célszerd, ha a Taylor-
formula &ltal biztositott

FIX (tr1)) (X (tr) = X (1)) + %F” (X (78)) (X (k) = X (te-1))

masodrendd kozelitéssel éliink. Emlékeztetiink, hogy a masodik derivalt egy kvadratikus alak, igy
az X (1y) pontban vett F" masodik derivélt az X (tx) — X (tx—1) helyen éppen

(X (t) = X (tr—1))" - H - (X (t) = X (tr-1))

moédon irhato, ahol

i (o (X))

a mésodik parcidlis derivaltakbol all6 agynevezett Hesse-métrix. Tehat a masodrendi tag

" 9’F
Z Z 83318% k) AX; (1) AX; (tk) -

j=11i=1

A Taylor-formula szerint a méasodrendii tagban levd 7 tovabbra is a [tx_1, ;] egy alkalmas koztes
pontja, de a kbztes 7 az elsérendd tagban nem szerepel csak a masodrendd tagban. Az els6rendi

kozelités éppen az
F' (X)dX =
[ o=y [

sztochasztikus integralokhoz tart. Mivel a keresztvariacié novekményének becslése alapjan

AX; (te) AX (tr) = A [X;, X5 (tr)

ezért
ai;;j (X (7k)) AX; (tr) AX; () = a:i;;j (X (k) A [X;, X ()],
tehat
2 2
Zﬁi k) DX (b) AX; (¢ Ziﬁj 1)) ALX:, X (1)
O*F
- / Go, X (O)41X0 X1 ().

I{7gyeljiink a tSbbvaltozos fiiggvények derivalasi szabalyara. A tobbvaltozos fiiggvények derivaltja sorvektor.
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Vegyiik észre, hogy a mésodrendd tagokboél képzett integral a négyzetes keresztvaridcié szerint
képzett integral, vagyis k6zonséges Stieltjes-integral, igy az a tény, hogy a 7 nem az intervallum
kezd6pontja nem okoz gondot.

Az Tto-formula a Newton-Leibniz-szabaly altalanositasa. A két formula kiillonbsége a masodrendii
tagokban van. A klasszikus analizisben a masodrendii tagok értéke nulla lenne, ugyanis ha egy F
fiiggvény kétszer folytonosan derivalhato, akkor az F” folytonos fiiggvény az [a, b] véges szakaszon
korlatos, tehat

A

1 1 2 1 2
5§F (74) (b = th1)?| < isz:(tk—tk_l) <

IN

1
iK m]?X ‘tk — tk,1| zk: (tk — tkfl) =

1
= §Kml?x |tk — tk—1| (b —a) — 0.

5.2. Ito-formula id6tsl fiiggé transzformacidés fiiggvény es-
etén

A t6bbdimenzios Ito-formula specialis esete amikor Y (s) = F (s, X (s)), ahol az F egy kétvaltozos,
kétszer folytonosan derivalhato fiiggvény. Az Ito-formula szerint

Y(b)—Y( )= F(b,X (b)) - F(a,X(a)) =

boF
—aaS(SX( d8+/8 (s, X (8))dX (s)+
b o2 F b o2
+§ ’ ag(sX())d[]+§ ’ az(sX())d[X](S)Jr
b o2F

i o 0s0x (s, X (s)) d[s, X] ()

Konnyen belathato, hogy tetszoleges véges [a, b] szakaszon [s] = 0. Valéban, trividlis médon
2
(o7 1)" <o 4| s 2

Az 6sszeg éppen b — a. Mivel a felbontés finomsaga definicié szerint nullahozt tart a névekmények
négyzetes Osszege nulldhoz tart. A keresztvariacié szintén nulla, ugyanis az X trajektoridinak
folytonossiga miatt

s, XI()] = D (s —sk-1) (X (s5) = X (sx-1))| <
k
< t- mgX|X (sk) — X (sk—1)| — 0.
A mésodrendd tagban tehat harom tényezd? elhagyhato, igy
F(b.X 1) - F(a,X(a) = ‘?)F(SX( ds +/ O (5. X () dX (s) +
32
by [ O (5 X () AIX](5).

a

2 A vegyes derivaltakat tartalmaz6 tag ugyanis kétszer szerepel az 6sszegben.
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5.3. Az Ito-formula és a parcialis integralas formulaja

A formula jobb megértése céljabdl érdemes megvizsgilni a parcidlis integralas formuldja és az
Ito-formula kapcsolatat. Egyrészt az Ito-formulabdl kovetkezik a parciédlis integralas formuléja:
Ha F (x,y) = xy, akkor alkalmazhat6 az Ito-formula. Mivel O0F/dy = x, OF/0x = y, a két
mésodrendd parcialis derivalt nulla, valamint a vegyes parciélis derivalt éppen 1, ezért

F (X (b),Y (b)) — F(X (a),Y (a) =
=XBOY® -X(Y(a) =

b b 1 b
/XdY+/ YdX+2§/ 1d[X,Y],

a a
amibdl a parcidlis integralas formuléja evidens.

Valamivel érdekesebb a forditott irdnya kapcsolat. Az Ito-formula egyik igen elegéns bizonyitasa
arra épiil, hogy a parciélis integralas formulajaval belatjuk az Ito-formulat polindmokra, majd az
F fiiggvényt és derivaltjait egyenletesen megkozelitjiik polinomokkal, illetve a polindém, megfelel§
derivaltjaival. Bar els6 hallasra nem tiinik egyszeriinek, és a bizonyitds méasodik fele némikép-
pen technikas, mégis ez a bizonyitas, barmilyen meglepd is, tisztdbb és egyszertibb és joval at-
tekinthetébb mint a Taylor-formulara alapozott. A bizonyitasbol csak az egy véltozds polinomokra
valo esetet mutatjuk be. Kénnyen lathato, hogy az Ito-formula lineéris, vagyis ha igaz egy I és egy
G fiiggvényre, akkor igaz az F + G fiiggvényre is. Elegendd tehat a formulat csak az F (z) = 2™
alaki polinémokra igazolni. Ezt indukciéval végezhetjiik el. Ha n = 0, akkor 2™ = 1, és a formula
trividlisan igazolhat6. Ugyancsak trividlis az n = 1 eset. Ilyenkor a formula az

b b
1
X(b)—X(a):/ 1dX+§/ 0d [X]
azonossagra egyszertisodik. Ha n = 2, akkor a formula éppen
b
X2(b)—X2(a):2/ XdX + [X],
ami a parcialis integralas formuladbol evidens. Tegyiik fel, hogy az allitast mér egy n-re igazoltuk,

vagyis tegyiik fel, hogy az

n(n—1)

X" —X"(0)=nX"""'eX + 5

X"2 o [X]

egyenldséget mar belattuk. Az X"T1 = X" . X szereposztéssal alkalmazva a parcidlis integralés
formuléjat
X X)) =X"e X + X e X" +[X", X].

Az X™ képletét beirva az X e X™ integralba az asszociativitési szabély alapjan

n(n—1)

XeX"=nXX""'eX+ 5 XX"?e[X].
A polaritasi formula szerint
-1
(X", X] = nX""' e [X] + %X"*Q o [[X],X].

Vegyiik észre, hogy az [X] korlatos valtozastu az X folytonos, ezért a méasodik integral integratora
nulla, igy csak az els6 tag marad, vagyis

(X", X] =nX""'e[X].
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A két képletet a parcialis integralas formuldjaba visszairva a jobb oldal

(n+1)X"eX + ”(”?_1))("—1 o [X] +nX"'e[X]
amely éppen
(n+1)X"eX + w;{"—l o [X]
ami pedig
—1)+2
(e xrex 4 MO DED gy

vagyis éppen a formula n + 1 kitevére.

5.4. A formula néhany alkalmazasa
A formula szamtalan alkalmazasa koziil csak néhanyat mutatunk be:

Példa.
Normdlis eloszlds karakterisztikus figgvénye Ito-formuldval.

Elegendd kiszamolni az N (0, 1) karakterisztikus fliggvényét. A z — exp (itz) kifejezés mint kom-
plexbsl komplexbe hato leképezés tekinthets R? — R? kétszer derivalhato fiiggvénynek. Kiilon
alkalmazva a formulat a valos és a komplex részre az Ito-formula alapjan

exp (itw (s)) — exp (itw (0)) = it /OS exp (itw (u)) dw (u) +

1 t
+§ (it)Q/ exp (itw (u)) d [w (u)] .
0
A két oldalon varhato értéket véve:
E (exp (itw (s))) — 1 = —%t2E (/ exp (itw (u)) du) .
0

A két integréalt felcserélve

1

E (exp (itw (s))) — 1 = —§t2 /0S E (exp (itw (u))) du.

Derivalva az

C%E (exp (itw (s))) = —%tzE (exp (itw (s))) .

Az egyenletet megoldva
E (exp (itw (s))) = exp (—s) .

Ha s =1, akkor w (s) eloszlasa N (0,1), igy

o (1) = exp (_g) .

Ha a komplex szamokat el akarjuk keriilni, akkor az Ito-formulat a w — costw és w +— sintw
szereposztasokkal kell alkalmazni, majd a két oldal varhato értékét venni. Minden esetben ki
kell hasznélni, hogy a sztochasztikus integrélok valédi martingalok, ugyanis az integrandusok
korlatosak.

O
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Példa.
L2-ben korldtos lokdlis martingdl, amelyik nem martingdl.

1. Tekintsiink az R? térben egy w standard Wiener—folyamatot. A ¢t = 0 pontbél eredd problémak
elkeriilése céljabol tegyiik fel, hogy a w folyamatot csak a ¢t > 0 id6pontokra vizsgéaljuk. Hat — oo,
akkor?

R ()= [lw (1)l — oc.
Kozvetlen derivilassal egyszertien ellendrizhetd, hogy az R3 \ {0} térben az
, 1 1
fx)

Ny /2% + a2 + 22

fliggvény harmonikus, vagyis

0? 0? 0?
Af=— — —f=0.
! 8:(:%f+ ax§f+ 8:c§f
Mivel a harom dimenziés Wiener-folyamat majdnem minden kimenetelre soha sem lesz nulla?,
ezért az kovetkezésképpen az M = 1/R értelmes. Ito-formula miatt az M = 1/R lokalis martingal,
ugyanis a masodrendii tagokat tartalmazé korrekcios tag az Ito-formuldban nulla. Megmutatjuk,

hogy

[le

) 1 LN | (21— ur)” .
e B ANk dE O S

< K <oo,
vagyis hogy az M folyamat az L? térben korlitos.

2. Evidens médon az integralban csak az x = 0 koriil lehet probléma, de ott az integral konvergens.
Ennek igazolasa a kovetkezs: Legyenek n és a tetsz6legesek. Jelolje B az R" tér egységgOmjét.
Ha

G (k) = {1728 < ||lz|| < 1/2%},

B Izl B\{o} [l

1 1
[ mdn =Y [,
urak) 1zl —~ Jaw) Izl

A szumma mo6gott all6 integral minden k-ra trividlisan véges. Mivel

2°G (k) = G (0) = {1/2 < ||| <1},

akkor

ezért a helyettesitéses integralas formulaja® szerint, ha T jeloli a 2F-val val6 szorzast

1 1 1
/ —_dn, = / i\, = / L det (T") d,
co) 1zl o)) Izl ) 1T (2)]]

1
= —— _ det (diag (2)) d\, =
/G(k) [[2F || ( )
1 1
= = / 2" AN, =
25 Jaay Izl

1
o [ L,
G(k) [|z]]

3V.6.: 6.14. allitas, 6.14. oldal. Hangstlyozni kell, hogy a tér dimenzibja fontos. Példaul, ha n = 1, akkor a
Wiener-folyamat végtelen sokszor visszatér az origbba, vagyis végtelen sokszor a normaéja nulla. Ha n = 2, akkor
bar a Wiener-folyamat nem lesz nulla, de a palyai siirtiek a sikban, vagyis az els6 ,,j¢” dimenzi6 az n = 3. Ilyenkor
a w normaja végtelenbe tart.

4V.6.: 6.13. tétel, 71. oldal.

5Ha a maximum normét hasznaljuk, akkor elegend koordinatanként alkalmazni a helyettesftési formulat.
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amibgl

1 1 >
Lo, = / L, S ok,
L o Te= 7 2

(0) |z

és ez utébbi éppen akkor konvergens, ha n > a. Mivel most n = 3 és a = 2, ezért az integral,
miként allitottuk véges.

3. Az n = 3 feltétel miatt a Wiener-folyamat noméaja majdnem mindenhol végtelenhez tart,
ezért lim; .., M (t) = 0. Az L?-korlatossadg miatt a folyamat egyenletesen integralhato. Igy a
konvergencia nem csak majdnem mindenhol, hanem L'-ben is teljesiil, vagyis

lim B (M (1)) = lim M (1), = 0.

t—o0o
Ha M martingal lenne és ¢t < s, akkor
M) =E(M (s) | F).

A torony-szabalybol kovetkezs

[le

IECIF)-Em|F) E(E(—n|F)]) <

< EE(E—nl|F) =
= E(¢—n) =g -l
egyenlGtlenség miatt a feltételes varhato érték az L'-konvergencia szerint folytonos, igy
M(t) = lim M ()= lim E(M(s) | F) =

- E(limM(s)\ft>:E(0|ft):0

S§— 00
lenne, ami lehetetlen.

4. Az ellentmondés az egyenletes integralhatosagra vald hivatkozés nélkiil is kicsikarhato. Ha az
M martingal lenne, akkor alkalmazhaté lenne az energiaazonossag. Igy minden ¢ < s esetén

1M (s) = M (0)1* = [|M (s)|* = |1 (8)]|

Ebbdl kovetkezden az s — || M (s)|| monoton névekeds lenne. Mivel korlatos, ezért a végtelenben
konvergens lenne. Igy az energiaazonossag miatt az || M (£) — M (s)* is tetsz6legesen kicsi lenne.
Ebbdl kivetkezden az L2 () tér teljessége miatt a lims_o M (s) hatarérték L? (Q)-ban is létezne.
Mivel minden L2-ben konvergens sorozatnak van majdnem mindenhol konvergens részsorozata,
amely hatarértéke, miként lattuk, nulla, ezért az L? (Q)-ban vett hatarérték szintén nulla. Igy

M @) < lim_ [[M (8)]| =0,

vagyis az M azonosan nulla lenne.
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6. fejezet

Wiener-folyamat

A sztochasztikus folyamatok koziil a legegyszertibb a Wiener-folyamatok osztalya. A Wiener-
folyamatokrol szolo tételek igazolasa nagyrészt az Ito-formulan alapszik. Ennek oka, hogy Wiener-
folyamatok esetén az Ito-formulaban alapvets szerepet jatszé kvadratikus varidcié kozvetleniil
kiszamolhato, illetve hogy a kvadratikus variacié determinisztikus.

54)?;2'((1:5',2)}20 folyamatot Wiener-folyamatnak mondjuk, ha teljesiti az aldbbi négy feltételt:
1. w(0) =0,
2. a w névekményei fiiggetlenek,
3. tetszoleges 0 < s < t értékekre a w (t) —w (s) = N (0,v/T — s) , vagyis a w (t) —w (s) vdltozd

striségfigguénye
2

er s o (575

4. A w folytonos abban az értelemben, hogy minden w kimenetelre a w (w) trajektoria folytonos.

Madasképpen fogalmazva a Wiener-folyamatok olyan folytonos Lévy-folyamatok, amelyek névek-
ményeinek eloszldsa egy [s,t] szakaszon N ((), Vit — s) .

A normalis eloszlas momentumai alapjan trivialis a kovetkezs:

Lemma.
Tetszoleges 0 < s < t értékekre
n 1-3-...-(n=1)-(t—9)"* ha n=2k
E t) — = .
(o -veM={ | ha n=2k
Lemma.
Haty <ty <...<tg, akkor a (w(t1),w (t2),...,w (ty)) vektor eloszldsinak létezik [ sdriségfiig-

guénye, €s
k

1 — (2 —xi-1)
flxr,xe,.. . 28) = ———exp |
( ) };[1 V2 (i —tioq) 2(t; —ti—1)
ahol a jelilés egyszerisitése végett to = xg = 0.

Bizonyitas: Legyen ty = 0. Definici6 szerint a

(Aw (to) , Aw (t1) ..., Aw (tp—1))

67
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fliggetlen normalis eloszlasi valtozokbol allé vektor, igy a névekményekbdl allo vektor g strtiség-
fiiggvénye
k

1 —u?
UL, U, .. up) = | | ——exp [ ——— ).
g, 2 ) };[1\/27(152'_151'71) (2(titi—1))

Az A:RF - RF

U7 = I
Uz = T2 —T1
Uy = Tk — Tk-1

lineéris transzforméacié determinansa 1, hiszen olyan fels6 haromszég maéatrixrél van szd, amely
atlojaban csupa egyes van. Ha f jeldli az esetlegesen létezs strtiségfiiggvényt, akkor definicid
szerint

Pé/ f@)dzy...dey, =P ((w(tr),w(tz),...,w(ty)) € H).
H
Az integraltranszformécios-tétel alapjan az egyenlség a kovetkezSképpen folytathato:

P(A(w(tl),w(tg),...7w(tk)) EAH) =
- P((Aw (tO)vAw (tl)v"'aAw (tk—l)) € AH) =

:/ g (ug,ug, ... ug)duy ... dug =
AH

—/ g(Ax)\det(A)|d:v1...d:Ek:/ g (Azx)dzy ... dxy,
H H

amelybdl
b 1 — (2 — i)
r) =g (Ax) = e ! = ,
f(x) = g (Ax) 1;[1 e\ 2y
ahol zg = 0.

Definicié.
At € [0,00) iddparamétertdl figgs w F-adaptdlt folyamatot Wiener-folyamatnak mondjuk, ha
teljesiti az aldbbi négy feltételt:

1. w(0) =0,
2. minden t-re és tetszdleges h > 0 szdmra a w (t + h) —w (t) névekmény figgetlen az F;-tdl,

3. tetszdleges 0 < s < t értékekre a w (t) —w (s) normdlis eloszldsi, 0 vdrhato értékkel és /t — s
szordssal,

4. aw(w) trajektoridk minden w-kimenetelre folytonosak,

5. az F teljesiti a szokdsos feltételeket.

Ha mdsképpen nem emlitjiik, a tovdibbiakban feltételezziik, hogy az F filtricié valamilyen mddon
adott.

Példa.

Ha w Wiener—folyamat az F filtraciora, akkor nem feltétlenil Wiener—folyamat egy bévebb G
filtrdciora.



6.6

6.7

6.8

6.9

6.10

69

Ha w Wiener—folyamat az F filtraciora, akkor a G; = o (F; U Fy) filtraciora nem lesz Wiener—
folyamat, ugyanis ha 1 = s > ¢, akkor mivel a w (s) F;-mérhets, nem érvényes az

E(w(s) | Fi) = w (1)

martingaltulajdonség.
0O

A Wiener-folyamatokra tett feltételek nem fiiggetlenek egymastol. Erdemes hangsilyozni, hogy
a fajsulyos feltétel a negyedik, amely szerint a trajektoridk folytonosak. Tudunk-e ennél tébbet
mondani? A Wiener-folyamatok talan legérdekesebb tulajdonsaga, hogy majdnem minden w-ra a
w (w) trajektoria egyetlen pontban sem derivalhato.

Tétel. (Paley-Wiener-Zygmund )
Ha w Wiener-folyamat, akkor majdnem minden w kimenetelre a w (w) trajektoria egyetlen iddpont-
ban sem derivdlhato.

Az, hogy egy Wiener-folyamat nem derivalhato, gy fogalmazhatd, hogy ,lokilisan” tulsagosan
ingadozik. Hasonl6 igaz ,,globalisan”.

Allitas.
Ha w Wiener-folyamat, akkor majdnem minden kimenetelre
limsupw (t) = oo, liminfw (t) = —c0.
t—o0 t—o0

Kovetkezmeény.
Ha w Wiener-folymat, akkor tetszdleges a szdmra a {t : w (t) = a} halmaz felilrél nem korldtos.
Specidlisan eqy egy-dimenzids Wiener-folyamat végtelen sokszor visszatér a nulla pontba.

Allitas. (Nagy szamok térvénye)

Ha w Wiener-folyamat, akkor
. w(t)
lim ——=

t—oo ¢

=0.

A w trajektoridinak irregularis volta nem tul meglepd, ugyanis igaz a kovetkezs altalanos észrevé-
tel:

Tétel. (Fisk)
Legyen L folytonos lokadlis martingdl. Ha az L trajektoridi véges vdltozdsiuak, akkor majdnem
minden w kimenetelre az L trajektoridi konstansok.

Bizonyitas: Tekintsiik az M = L — L (0) lokalis martingalt. Elég belatni, hogy az M = 0.
Legyen V = Var (M) és legyen (p,,) az M lokaliziciés sorozata. Mivel a folytonos fiiggvények
teljes megvaltozasa is folytonos a

Up (W) =inf {t: |M (t,w)| > n}
Kn (w) =inf {¢:V (t,w) > n}

megallasi idok. Igy a 7, = v, A K, A p,, szintén megallasi id6. Nyilvan 7,, /" oo, igy ha minden n
indexre M ™ = 0 akkor az M nulla a [0, 7,,] szakaszon minden n-re, igy az M nulla a U,, [0,7,] =
Ry x Q halmazon, igy M = 0. A folytonossag miatt az |[M ™| < n és |V | < n, igy a trajelktoridk
korlatosak. Feltehets tehat, hogy az M és a V = Var (M) korlatossak. Legyen (t,(cn)) a [0,t] egy
infinitezimélis partici6ja. Az energiaazonossag miatt ha u > v, akkor

E ((M(u)~ M (1)) = E (M (u) - M2 (1)),
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és mivel M (0) = 0 ezért

E(M?(t) = E(M?(t)-E(M?(0) =
5 (Z (32 ()~ o (t;;gl))> .
B (Z (31 (1) (t;;gl)y) |

k

A V korlatos, igy ha V' = Var (M) < ¢, akkor

E (M?(t)) <
< (o) () e () (2]
< B (Vo mpx v (1) -2 (1))
<

c-E <ml?x ‘M (t,(in)> -M (t,(;i)l) D .
M trajektoriai folytonosak, igy egyenletesen is folytonosak a [0, ¢] szakaszon, igy

tim max | M (1) = (1)) ’ = 0.

n—oo k

Masrészt
ml?x‘M (t,@) - M (t}f_ﬂ)’ <V () <e

igy a dominélt konvergencia tétele miatt

lim B (m]?x [ (1) = (1)) D —0.

Igy M (t) "™=" 0 minden t-re. Az M trajektoriai folytonosak, igy majdnem minden w esetén
M (t,w) = 0 minden t-re.
O

6.1. Wiener-folyamat visszatérése az origdoba

Miként emlitettiik, a Wiener-folyamatokkal kapcsolatos tételek negyrészt az Ito-formulara épiilnek.
Els6ként egy n-dimenziés Wiener-folyamat origoba val6 visszatéréseit vizsgaljuk meg. n-dimenzids
Wiener-folyamaton olyan n-dimenziés folyamatot értiink, amelynek minden koordindtaja Wiener-
folyamat és az egyes koordinata folyamatok fiiggetlenek. Hangsilyozni kell, hogy folyamatok
fiiggetlensége azt jelenti, hogy a két folyamat barmelyik két (wy (tx)),_; €s (w2 (sg))pe, vektora
fiiggetlen. Miként lattuk ha w Wiener-folyamat, akkor [w](t) = ¢. De mi lesz a koordinéta-

Lemma.
Ha w; és w; fiiggetlen Wiener-folyamatok, akkor a kvadratikus keresztvaridcidjuk nulla, vagyis
[’w1, wg} =0.

Bizonyitas: Ha w; és ws fiiggetlen Wiener-folyamatok, akkor a (w; 4 ws) /v/2 szintén Wiener-
folyamat. Erdemes hagstlyozni, hogy ez csak a folyamatok fiiggetlensége miatt igaz. Miként egy
alabbi példaban késgbb latni fogjuk két Wiener-folyamat Gsszege nem feltétleniil Wiener-folyamat.
A szimmetria miatt elegendd példaul a w = (wy + we) / V2 esettel foglalkozni. A w folytonos és
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w(0) = 0, illetve minden ¢-re E (w (¢)) = 0. A fiiggetlenség miatt a w (t) — w (s) két fliggetlen
normalis eloszlast valtozo Osszege és igy normalis eloszlast valoszintiségi valtozo. Altalanosabban
a folyamatok fiiggetlensége miatt a w Gauss-folyamat, vagyis a w minden végesdimenzios eloszlasa
normélis, ugyanis két fiiggetlen normaélis eloszlast vektorvaltozé linearis kombinécioja. Mivel
fiiggetlen valoszintségi valtozok szorasnégyzetei osszeadodnak, ezért a w (t) —w (s) szorasnégyzete

1
52(1573):1575.

Ebbdl kovetkezGen a w stacionarius ndévekményd. Normalitas esetén a korrelalatlansagbol kovetkezik
a fiiggetlenség. A szorasokra mar belatott Osszefiiggésbdl kovetkezik, hogy a w ndvekményei
fiiggetlenek, igy a w valéban Wiener-folyamat. Mivel a w Wiener-folyamat, ezért [w](t) = t.
Mivel ez a (wy — ws) /v/2 folyamatra is igaz, ezért

[w1 + wa] — [w1 — wy]

=0
4

(w1, ws] =

Definicié.
Legyen U C R™ egy nyilt halmaz. Ha valamely az U halmazon értelmezett f fligguényre
. 9P
Af=)) 922 =0

k=1
akkor az f fiigguényt az U halmazon harmonikus fiiggvénynek mondjuk.

Legyen f valamely tartoményon harmonikus fiiggvény. Ekkor a tobbdimenziés Wiener-folyamat

Fow) = Fw) =3 [ 55 () dws ),

ugyanis a mésodrendd keresztvaridciok mindegyike az imént elmondottak miatt nulla, a t&bbi
derivalt pedig nullara Gsszegzédik az f feltételezett harmonikussidga miatt. Erre az Gsszefiiggésre
a késébbiekben gyakran fogunk hivatkozni.

Legyen w valamely x € R"™ pontbdl elinditott Wiener-folyamat. Ez azt jelenti, hogy egy ,kézon-
séges” Wiener-folyamatot eltoltunk egy x vektorral®.

9 =inf{||w(t)] : t > 0}.
Mi lesz a ¥ eloszlasa?

Tétel. (Wiener-folyamat origéba valé visszatérése)
A tobbdimenzios Wiener-folyamatra teljesiilnek a kévetkezék: Ha n > 3, akkor az x # 0 pontbdl
elinditott Wiener-folyamatra

r

n—2
P(ﬂgr)( > , ha 0<r<|x|,

el

vagyis ha n > 3, akkor egy x # 0 pontbdl elinditott Wiener-folyamat pozitiv valdsziniséggel nem
jut el az origé r < ||x|| sugard kérnyezetébe.

1Kés6bb az x helyett egy valoszintiségi valtozot is fogunk irni. Vegyiik észre, hogy az alabbiakban csak az x ||x||
hossza jatszik csak szerepet.
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Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy az U C R™ nyilt halmazon értelmezett f € C?(U) fiiggvény
kielégiti a

Af=3" 872 =0 (6.1)
k=1 g

Laplace-egyenletet. Legyen 7 megéllasi id6. Ha az x pontbdl elinditott w n-dimenziés Wiener-
folyamatra a w” megallitott folyamat az U halmazon beliil marad, akkor az Ito-formula alapjan

A vegyes tagok esetén a kvadratikus keresztvariicié az imént belitott lemma miatt nulla®, az f
kielégiti a Laplace-egyenletet, igy a formula

F) =160 =Y oL e (6.2)
k=1

modon egyszertisodik. Tegyiik fel, hogy 7 < oo és a f(w) a [0,7] véletlen szakaszon korlatos.
Ilyenkor a (6.2) sorban szerepls sztochasztikus integralok martingalok lesznek®. A megélldsi op-
ciokrol szolo tétel alapjan tetszéleges T < oo idGpontra, felhasznalva, hogy a w az x pontbdl lett
elinditva

E(f(w(T A7) =E(f(w(0) =E(f(x)=f&).

Az f (w7) korlatossaga és a 7 < oo miatt ha T — oo, akkor

E(f(w(r) =/f&). (6.3)
A tételt a (6.3) sorban szerepld Dinkin-formulanak is nevezett Osszefiiggésb6l mar kénnyen igazolni

tudjuk.

2. Tegyiik fel, hogy az ||x]| a 0 < r < R < oo sugarak kozé esik. Wiener-folyamatok trajek-
toriai a ¢ > 0 félegyenesen majdnem minden kimenetelre nem korlatosak és minden kimenetelre
folytonosak, ezért a kiils6 korb6l a w egy valosziniiséggel kilép. A kérdés csak az, hogy a belsé
vagy a kiils6 hataron fogja-e a folyamat a

B={u:r <|ul| <R}

gyurit elhagyni. Jelolje 7p a B gytribdl val6 kilépés idSpontjat.

3. Tegyiik fel, hogy n > 3. Legyen
B/

fx)=

Az f nyilvan az U = R™\ {0} halmazon van értelmezve. Elemi szamolassal konnyen megmutathato.
hogy az U halmazon az f kielégiti a Laplace-egyenletet. Az r > 0 miatt az f a B halmazon korlatos,
igy az f (w7B) is korlatos, igy a Dinkin—formula alapjan

E(f(w(rB))) = f (). (6.4)

Ezt és az f konkrét alakjat felhasznélva

PP (lw (rp)| = 1) + B2 (1= P(lw (ra)| =) = x>,

2Ki kell még hasznélni a kvadratikus variacié megallitasira vonatkozé [M7] = [M]” formulét.
3Altalaban az f (w) egy lokalis martingal. Ha az f (w7) korlatos, akkor egy korlatos lokalis martingal, igy valodi
martingal.
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és 2 2
x| — R*"
P (|w (rp)| =) = S

Ha R — oo, akkor, felhasznélva, hogy n > 2, a jobb oldal hatérértéke (r/ ||x||)" 2. Ha Ag jeldli
azt az eseményt, hogy R sugér esetén a belsd oldalon 1ép ki a folyamat, akkor nyilvan ha R; < R,
akkor Ar, C Ag,, ugyanis ha a kisebb sugér esetén mar beliil kilép, akkor a nagyobb sugar esetén
is ott fog kilépni. (Nagyobb sugar esetén valdszintbb, hogy alul fog kilépni.) Ebbdl az Az monoton
ng és

G - P (Ag) = P (UrAg)
_— = = 11m = .
[1x]] 2= Rioo R RER

Ha egy w kimenetelre a trajektoria véges id6 utan belemetsz az r sugara gdmbbe, akkor a bemetszés
id6pontjaig felvett maximumanéal nagyobb szamot vilasztva R-nek w € Agp C UgrAg. Megforditva
ha w € UgpAg, akkor alkalmas R-re w € Ap, igy az w-ra vett trajektoria belemetsz a r sugari
gombbe. Igy az (r/||x|)" 2 éppen annak a valoszintisége, hogy az x # 0 pontbol elinditott Wiener-
folyamat belemetsz az r < ||x|| sugara korbe.

O

Vegyiik észre, hogy az el6z6 tételben az x vektornak nem volt szerepe. Valojaban csak az ||x]|
nagysaganak van szerepe, egyébirant az x lehet az x = ||x|| sugart gémbfelszin véletleniil valasztott
pontja. Ez az észrevétel alapvets szerepet jatszik a kovetkezo érdekes allitasban.

Allitas.

Han >3 és w n-dimenzids Wiener-folyamat, akkor lim;_, ||w (¢)|| = oco.

Bizonyitas: Legyen r > 0 tetszsleges és legyen a > r. Legyen tovabba
Ta = inf {t: |[|w(t)]| > a}.

Mivel a Wiener-folyamatok trajektoridi majdnem minden kimenetelre nem korlatosak, ezért ma-
jdnem mindenhol
lim sup [w (¢)]] = o,

t—o0

igy nyilvan majdnem mindenhol 7, < co. Az erés Markov-tulajdonsag miatt a
W)= (W(Et+7e) —W(Te)) +W(re), t>0
szintén Wiener-folyamat, amelyik a
w (7a) € {[[ul| = a}

véletlen pontbdl indul. Mivel n > 3

r n—2
Pt w(t) <) =P @E 20w (0] <= ()"

Ha a /" oo akkor ez a valoszintiség nullahoz tart. Tegyiik fel, hogy ax " oco. Ha Ay az olyan
kimenetelek halmaza, amelyekre a w a 7,, utan visszatér az r sugarti gémbbe, akkor A; 1, C Ay.
Annak a valoszinisége, hogy a w a végtelen sok 7, utén visszatér az {||u|| < r} gémbe

Igy egy valészintiséggel minden w-hoz van olyan k = k (w), hogy
w(t,w) ¢{lul <7} t=7 (W)

Igy egy valészintiséggel* ha t /" oo, akkor ||w (t,w)|| — occ.

egyen r =1,2,....
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6.2. Folytonos Lévy-folyamatok és a centralis hatareloszlas
tétele

Legyen X egy folytonos Lévy-folyamat. Mivel az X folytonos, ezért az X Gsszes momentuma véges.
Ebbdl kévetkezben az X (t) valtozonak minden ¢ idSpontban van varhato értéke. Kovetkezésképpen
ha m jeloli az X (1) varhato értékét, akkor az X (t) — t - m martingal. Erdemes hangstlyozni, hogy
annak igazolasédhoz, hogy az X (t) varhato értéke éppen ¢ -m vagy fel kell hasznalni hogy a filtracio
teljesiti a szokasos feltételeket, igy az X (t) — E(X(t)) logikai martingdlnak van varhato értéke,
vagy fel kell hasznélni, hogy véges idGszakon a mésodik momentumok halmaza korlatos, igy az
(X (t)): csalad minden véges idStartoméanyon egyenletesen integralhatd. Az X (t) — ¢ - m martingal
voltabol kovetkezik, hogy az X folytonos szemimartingal. A jelolés egyszertisitése céljabol tegytik
fel, hogy m = 0. A kvadratikus variacio definicioja miatt az [X] szintén folytonos Lévy-folyamat.
A fliggetlen és stacionérius novekedés feltétele kovetkezik abbol, hogy a kvadratikus variécié a
kozelit6 négyzetosszegek hatarértéke és a Lévy-tulajdonsidg miatt a diszjunkt szakaszokhoz tar-
tozo kozelité négyzetosszegek fiiggetlenek és az eloszlasuk csak az idészak hosszatol fiige®. A
kvadratikus variacié folytonossaga pedig a parcialis integralds formuldja miatt a sztochasztikus
integralok folytonos integrator szerinti folytonossdganak kovetkezménye. Ez mésképpen azt je-
lenti, hogy az
Y () = [X](t) — E(X)() = [X](t) — ¢ - B(X)(1))

kifejezés ismételten folytonos martingal. Az Y mint két monoton névekedd fiiggvény kiilonbsége

X](t) = BOX)(1) = a-t.

Az Ito-formula szerint
t
exp(iuX () —1 = iu / exp(inX (s))dX (s) —
0

_%U?/O exp(iuX(s))d[X](s).

Az exp(iuX) korlatos és az X négyzetesen integralhato, kovetkezésképpen a sztochasztikus integral
valodi martingal. A két oldalon varhaté értéket véve és felhasznélva, hogy most a sztochasztikus
integral varhato értéke a martingél tulajdonsag miatt nulla

E (exp(iuX () — 1 — —%UQE ( /0 exp(inX (s))d [X] (s)) _

= —%uQE (/Ot exp(iuX(s))d(as)) =

_ —%uQa /0 B (exp(iuX(s))) ds.

Ha bevezetjik a ¢ (u,t) = E (exp(iuX(t))) jelolest, akkor ez

1 t
o(u,t)—1= —§u2a/ v (u,s)ds.
0

t szerint derivélva Ao ()

u,t 1

YY) Zulap (u,t).
dt 2
5Felmeriilhet a kérdés, hogy a hatarérték képzése nem okoz-e gondot, vagyis azonos eloszlast valtozok

sztochasztikus konvergencidban vett hatarértékének eloszlasa azonos-e? Ezt a legegyszeriibben a Fourier-
transzformécié és az unicitdsi tétel segitségével igazolhatjuk. Mivel a sorozat tagjainak azonos az eloszlasa a
Fourier-transzformaltjaik is azonosak, és a majoralt konvergencia tétel miatt a hatarértékek Fourier transzformaéltja
is azonos, igy a hatarértékek eloszlasa is azonos.
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A differencidlegyenletet megoldva tetszéleges u-ra
Lo
¢ (u,t) = exp —3u at | .
A normalis eloszlas Fourier-transzformaltjanak képletét felhasznalva
X (t) gN(O,\/E).

Ebbdl, mivel az X Lévy-folyamat, kovetkezSen az X/\/a Wiener-folyamat. Az éaltalanos esetben
m nem nulla, igy teljesiil a kdvetkezs:

Allitas.
Minden folytonos Lévy-folyamat eqy Wiener-folyamat és egy linedris trend linedris kombindcidja.

6.3. A Lévy-féle karakterizacids tétel

A Lévy-féle karakterizacios tétel hasonlé az imént belatott &llitdshoz: A Wiener-folyamatokat
a folytonos lokalis martingélok korében karakterizalja. Ha X folytonos lokilis martingal és ha
[X](t) = t, akkor a mar bemutatott médon belathato, hogy X (¢) = N (0,+/f). A gondolatmenetet
az X (t + s) — X (s) alaka djrainditott folyamatokra alkalmazva ebbdl kénnyen belathato, hogy
novekmeények eloszlasa N (0, Vi— s) , vagyis a folyamat stacionarius névekményt. Ebbdl azonban
még nem kovetkezik, hogy a folyamat Wiener-folyamat, ugyanis nem tudjuk, hogy a névekmények
figgetlenek vagy sem. A szérasokra vonatkozd képletbdl belathatd, hogy a névekmények kor-
relalatlanok, ugyanis teljesiil a

D? (X (t+s)) =D?*(X (1)) +D*(X (s)).

Sajnos azonban normaélis eloszlast valtozok korrelalatlansaga csak akkor implikalja a fiiggetlen-
séget, ha az egyiittes eloszlas is normalis. Irjuk fel az X exponencialis martingaljat®:

exp (iuX (1))  exp(iuX (t) ' -
plut)  exp(—gutt) (qu (t) + 5u t) .

Mivel [X](t) = ¢ az Ito-formuléval azonnal lathatod, hogy a kifejezés lokélis martingal. Mivel
ugyanakkor minden véges szakaszon egyenletesen korlatos, ezért nem csak lokalis martingal, hanem
valodi martingal is. Ezen a ponton érdemes felhivni a figyelmet arra, hogy tetszéleges folyamat
esetén az

exp (iuX (t))
¢ (u,t)

exponencialis martingal nem lesz martingal s6t lokalis martingal sem. Az Ito-formulabol azonnal
kovetkezik, hogy egy L folytonos lokalis martingal esetén az

exp (L - % [L])

6Mivel tudjuk, hogy a minden idépontban az eloszlas N (07 \/Z) ezért ismerjiik a Fourier-transzformaltat.
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kifejezés lokalis martingdal és ezt szokas a lokélis martingél exponencialis martingaljanak mondani.
Valéban az exponencialis fiiggvény derivalasi szabalyat kihasznalva’

Z(t)— Z(0) =
o) 3 [l
:/OtZd(L ;[L]>+;/Ot2d[L]:

[L

amely kifejezés egy folytonos folyamat folytonos lokalis martingal szerint sztochasztikus integralja,
vagyis lokélis martingal. Nyilvan tetszéleges z-re az

exp (zL — % [zL]) = exp (zL - %zQ [L]>

is lokalis martingal. A jelen példaban a z = iu helyettesitéssel kapjuk az

1
exp (iuX (t) + 2u2t>

kifejezést. Vagyis kihasznalva, hogy az X (t) eloszlasa normalis az exponencialis martingal két
kiilonb6z6 definicidja egybeesik. Mivel az

exp (1uX)
¢ (u,t)
kifejezés martingél, ezért ha s < t, akkor
B <exp (1uX (1)) | ]__s> _exp (1uX (5))
¢ (u,) ¢ (u, s)

Ezt atrendezve

/ exp (u (X (£) — X (s))) dP = P (F) - E (exp (iu (X (1) — X (5))).
F
A monoton osztaly tétel segitségével az exp (iux) helyébe tetszbleges Borel-mérhetd halmaz karak-
terisztikus fliggvénye irhato, igy
P{X(#)-X(s)eB}NF)=P(F)-P{X(t) - X(s) € B})

vagyis az F, o-algebra és az X (t) — X (s) névekmények fiiggetlenek, vagyis az X fliggetlen novek-
ményd. Evvel belattuk a kovetkezs tételt:

6.16 Tétel. (Lévy-féle karakterizacios tétel)
Ha X olyan folytonos lokdlis martingdl, amelyre X (0) = 0 és [X](t) = t, akkor az X Wiener-
folyamat.

"Vegyiik észre, hogy az L folytonossiga miatt [L, [L]] = 0, ugyanis az [L] monoton ng, igy korlatos valtozasi. A
parcialis integralas formulaja és a sztochasztikus integral folytonossidga miatt az [L] szintén folytonos. Ezért a mar
jelzett okokbol az [L] kvadratikus varidcioja, vagyis az [[L]] szintén nulla. Igy [L — 1 [L]] = [L].
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Példa.
A sgn (w) e w integrdl Wiener-folyamat®.

A sztochasztikus integral konstrukcidja szerint a folyamat folytonos és lokilis martingal. A
kvadratikus variacioja

/ (sgn (w))? (s) ds = t.
0

Példa.
Lévy-folyamatok dsszege nem feltétleniil Lévy-folyamat®.

Legyen w Wiener folyamat és legyen

¢
X ()= / sgn (w (s)) dw (s) .
0
Az X szintén Wiener-folyamat. A
Z=w+X=1ew+sgn(w)ew=(1+sgn(w))ew

mint folytonos martingélok 6sszege szintén folytonos martingal az eredeti k6zos F filtraciora nézve.

12)(t) = / (1 + sgn(w(s)))? (s) ds

amely kifejezés nem determinisztikus. Igy a Z nem lehet Wiener-folyamat. De mivel minden
folytonos Lévy-folyamat egy Wiener-folyamat és egy linearis trend Osszege, ezért a Z nem lehet
Lévy-folyamat.

O

6.4. Parcialis differencidlegyenletek

Ebben a pontban réviden és vazlatosan attekintjiik a pénziigyi alkalmazéisokban fontos szerepet
jatsz6 Black—Scholes-féle differencidlegyenletet. A tovabbiakban a sztochasztikus integral jelolés
helyett a pénziigyi irodalomban szokasos differenciélis jel6lést hasznaljuk. Ennek megfelelGen a

dX =YdZ
tipusu jelolések azt jelentik, hogy minden s < t esetén teljesiil az

X(t)—X(s):/tYdZ

integralegyenlet.

8A sgn(zx) fiigvény definicidja a sztochasztikus analizisben némiképpen eltér a szokésostél. Ha z < 0, akkor
sgn(z) = —1, ha « > 0, akkor sgn(z) = +1. Igy a fiiggvény balrél folytonos. Ebbél kévetkezéen a sgn(w) inte-
grandus balrél regularis és korlatos. Megmutathato, hogy az Ito6—Stieltjes konstrukcidé lokalis martingalok esetén
is kiterjeszthets folytonos integrandusokrol balrél regularis integrandusokra. Ehhez elegendd kiterjeszteni, valah-
ogyan, az integralt nem folytonos fliggvényekre és belatni a majoralt konvergencia tételt, amely segitségével mar
belathato, hogy a kiterjesztett integral a balrél reguléaris integrandusokra az Ito6-féle kozelit6 Gsszegek hatarértéke.

9A példa kapcsan érdemes hangstlyozni, hogy szemimartingalok Ssszeg szemimartingal. Szemimartingalokra az
elédleges példat éppen a Lévy-folyamatok szolgaltatjak. A probléma pontosan az, hogy pusztan a Lévy-folyamatokat
tekintve nem kapunk lineéris teret.
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6.4.1. Lineéaris sztochasztikus differencidlegyenletek
A Black-Scholes-modellben a részvények drmozgésat a
dS = pSdt + oSdw, S(t)=s (6.5)

egyenlettel irjuk le. A jelolésen miként emlitettiik a tetszéleges t < T idGpontokra teljesiilé

T T
S(T)—S(t):/t u-S(u)du+/t oS (u) dw (u)

integralegyenlet értends. Altalaban a sztochasztikus differencislegyenleteket igen nehéz megoldani.
Ebben az esetben azonban a megoldas explicite megadhaté:

S(T):s-exp((,u—;UQ)-(T—t)—i—a-w(T—t)). (6.6)

Valoban, az Ito-formula id6tél fliggs verzidja alapjan
S(T)-5(t) =

T 1 T 1 (T

= / (u—a2>5(u)du+a/ S(u)dw—ﬁ—f/ 028 (u) du =
t 2 t 2 J;
T T

= u/ S(u)du+a/ S (u) dw.

t t

Példa.
Hatdrozzuk meg a (6.5) megolddsanak vdrhato értékét.

Az egyenlet megoldésat a T pontban a (6.6) képlet adja meg. A képletbdl vilagos, hogy a megoldas
lognormalis eloszlast kévet. A lognormélis eloszlas varhato értékének képlete alapjan

i o (x ((n- 1) .o 1))) -

= sexp((,u—;a2> (T—t)+;02(T—t)>=
= sexp(u(T —1)).

E(5(T))

6.4.2. A Black—Scholes egyenlet

Legyen az S részvények mellett adott egy derivativ termék, amely a T id6pontban @ (S (7))
Osszeget fizet. Mi lesz a derivativ termék ara? Mivel az S 4rat és a derivativ termék altal a T’
idépontban megvalosulo kifizetést egy matematikai képlet koti Gssze feltehetSleg ez kiszamolhato.
Jelolje az arat megado kifejezést f. Tegyiik fel, hogy az f csak a t idépont és az aktudalis S (¢) ar
fiiggvényel®. Vagyis tegyiik fel, hogy adott egy f (¢,) fiiggvény, amelyre tetszdleges 0 < ¢t < T
idépont esetén az ar éppen f(t,S (t)). Az f értékét a T id6pontban ismerjiik!!, de mi a t =
0 id6pontban vett értékét szeretnénk megtudni, vagyis az f (0,z) értékre vagyunk kivancsiak.
Tegyiik fel, hogy az f (t,x) fiiggvény elég ,,jo”, igy az f fliggvényre alkalmazhaté az It6-formula.

A tett feltételek miatt az id6tdl fiiggs Ito-formula szerint a derivativa arat megadd f fliggvény

kielégiti az

~[Tof Toar 1 (T a2y
f(T.S(T)) — f(t.S(t) = t gds—&—/t .08+ 5 t %d[S]

10Fzek igen erss megkdtések, de ez volt a szerzék eredeti gondolatmenete. Kés6bb ezt, mas szerzék nagyban
egyszerisitették, de ennek targyaldsa messze vezetne.
Ui z) =@ ().



6.4. PARCIALIS DIFFERENCIALEGYENLETEK 79

[u/Sdt—l—a/de] = |:0'/de:| :02/52d[w]:
= 02/S2d3

Osszefiiggést felhasznalva az integrilegyenletet a szokasos differencidlis alakba atirva
0 167 0
df = (f + f—f 252> dt + —f
Kivonva bel6le az arak mozgésat leiré (6.5) sor 0f /Jz-szeresét a jobb oldalon megszabadulhatunk

a misztikus dw tagtol!2.
1 2
- Yas- (af Pf 252)

formula alapjan

(5]

ot ' 20x2

Persze ezt sem tiinik jobbnak. A probléma megoldasa egy remek kozgazdasagi észrevétel!! A jobb
oldalon &ll¢ kifejezés minden ¢ idépontban ismert, ugyanis nem tartalmazza a dw tagot. Ekkor a
mésik oldalnak is determinisztikusnak kell lenni. A df az f megvéltozasa, a dS az S megviltozasa,

igy a
df——f

felfoghat6, mint egy 1 darab derivativa és —9f/0x darab részvénybdl allé portfolié rovid id6 alatt
bekovetkezs értékviltozasa. Az igy kapott portfolio értéke

V) =175 0) - (15 0)-S(0).

Mivel a portfolié nem fiigg a dw-t6l, ezért deteminisztikus, igy a hozama éppen az r kockdzatmentes
hozam. Vagyis
dV =rVdt.

A V konkrét értékét visszairva

dffgdS dVrthr(fafS>

Ezt visszairva és a dt kifejezéssel osztva a
19%f

af of 29T 262
Bs+ 8S+28 S=rf (6.7)

parcidlis differencidlegyenletet kapjuk. Emlékeztetiink, hogy teljesiilni kell az
F(T,8(T)) =@ (5(T))

feltételnek is. Ezt szokas Black—Scholes-féle parciélis differencidlegyenletnek (PDE) mondani. Ez
specialis esete a

of of
ot HMax + 32

f(Tny) = (z)

egyenletnek, ahol u, o, k a keresett f fliggvényhez hasonloan a (t, x) fliggetlen valtozok fliggvényei,
az r pedig konstans.

+rf+k=0,

12 A dolog lényege, hogy persze a p is kiesik.
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6.4.3. DParcialis és sztochasztikus differencidlegyenletek

A parcialis differencialegyenlet megoldasat sztochasztikus differencidlegyenlet (SDE) segitségével
adjuk meg. El6szor tekintsiik a kovetkezs tigynevezett Cauchy-problémat!3:

of . Of 1 ,0%f

[T z) =2 ().
A parcialis differencislegyenlethez formalisan'? rendeljiik hozza a
AX(5) = (s X () ds o (s, X () duw (5),
X)) = =z

sztochasztikus differencidlegyenletet. Vegyiik észre, hogy az id§ jeldlésére a t helyébe s keriil,
az f fiiggvényben szerepl$ t idGparaméter és az x helyparaméter a kezdeti feltételben jelenik
meg. Ismételten megjegyezziik, hogy a sztochasztikus differencidlegyenletre felirt, sztochasztikus
analizisben megszokott jelolés valojaban a tetszGleges ¢ < T idGpontokra teljesils

X(T)—m:X(T)—X(t):/t M(S,X(s))ds—i—/t o (s, X (s))dw (s)

integralegyenlGség teljesiilését jelenti. Vezessiik be az tigynevezett Dinkin-operatort, amely a PDE-
ben szerepl§ x szerint vett derivaltakat tartalmazo6 tagokbol all:

o af 1 2 62f
A= 19: 737 aar
Az A segitségével a (6.8) PDE
of
o Af k=0, J(Ix) =2 () (6.9)

modon irhato. Legyen'® f (t,2) € C? az egyenlet megoldasa. Az id6tol fiiggs Ito-formula alapjan

of af 10%f
df = —ds+ —dX + -—=d[X
4 25" T 920 T 292 X1,
ugyanis miként kordbban lattuk a mésodrendi tagban a tobbi kvadratikus variacié nulla. Az X
képletét a dX tagba behelyettesitve az integralokra vonatkozo6 asszociativitasi szabaly miatt
of of of of
—dX = —(pd dw) = u==d —dw.
ox 8x(,us+ou)) e S+J(9xw
Az X két tag Osszege, igy az
(a+b)? = a® + 2ab + b

nevezetes Osszefiiggés trivialis alkalmazésaval
[X] = [puds + odw] = [pds] + 2 [pds, odw] + [odw] .

Miként lattuk, ha a kvadratikus variadciéoban valamelyik kifejezés korlatos valtozasu, akkor a
kvadratikus varidci6 nulla, igy'®
[X] = [odw].

13Vegyiik észre, hogy a feladat homogén, vagyis nem tartalmazza az f fiiggvényt, csak a derivaltjait, vagyis az
rf tagot elhagytuk.

4 Hangsulyozni kell, hogy a hozzarendelés formalis, kévetkezésképpen mechanikus.

5Az f € C? jelblés azt jelenti, hogy az f kétszer folytonosan derivalhaté.

16 A puds kifejezés korlatos valtozasi, ugyanis a differencia jeldlés mogdtt az fg pds integral van, amely teljes

megvaltozasa, mint tudjuk, fg |nlds < oo.
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Uoto—dw] :/0t02d[w] :/OtJst.

[odw] (t)

A Dinkin-operator mint jelolés segitségével a kifejezés

df = gfd +ng+%?d[X]:
- % gfds+ gfd +% QngdS*
- <g§+ugf+; Qgif)d +J%dw—
= <gf + Af) ds + U%dw'

Az egyenl6séget integralként részletesen kirva és felhasznélva, hogy az f megoldasa a PDE-nek,

/t (8f+Af>d +/ Y i =
/ —kds +/ —adw

vagyis teljesiil a (6.9):

P, X(T)) = f (8, X (1))

Ha a mésodik tag elég jo'7

, akkor mind a két oldalon varhato értéket véve, a megszokott modon

felhasznélva, hogy a sztochasztikus integral varhato értéke nulla

E(f(T,X (1)) - f (& X (1)))

Mivel az X (s) eleget tesz az SDE-nek, ezért a kezdeti feltétel miatt X (¢) = x, tehat az
X (1)

konstans. Az Osszefiiggést atalakitva

E(f(T,X (1) - f X (1))

Atrendezve

f(tx)

=f (t"r)
E(f(T,X(T) - f(tx) =
E(f(T,X(T))) - f(t,x) =

ahol felhasznaltuk, hogy az f megoldasa a PDE-nek, tehat minden y-ra

/ (T7 y) =

P (y),

TVagyis a sztochasztikus integral nem csak lokalis martingal, hanem valodi marting4l.
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igy
fI,X (1)) =2 (X(T)).

A kozgazdasagi alkalmazasokban k = 0, igy ilyenkor

f(tx) =E(@X(T)),

vagyis a parcialis differencidlegyenlet megoldédsa, a T idGpontban levs peremérték segitségével
varhato értékeként szamolhat6. Vegyiik észre, hogy az E varhato érték a sztochasztikus differ-
encidlegyenlethez tartozé valoszintiség szerint értends. A sztochasztikus differencidlegyenlet egy
matematikai segédeszkoz, amely kozvetleniil a parcidlis differencidlegyenlethez tartozik és ezért
teljesen fiiggetlen attol, hogy miként jutottunk a parcialis differencidlegyenlethez. A derivativ
arazas elméletében a parcialis differencidlegyenletet egy mésik sztochasztikus differencidlegyenlet-
b6l vezetjiik le, amely egyenlet az drak mozgasat irja le és amely egyenlet a statisztikailag meg-
figyelhets valoszintiségi mez6 felett van értelmezve. A parcidlis differencidlegyenlet megoldasakor
hasznélt segédmezd azonban egy mésik valosziniiségi mez6'®, amelyet szokas kockdzatmentes
valosziniiségi mezének nevezni és amely elvileg semmilyen kapcsolatban sincsen az eredeti prob-
lémaban szerepld statisztikailag megfigyelt adatokra tamaszkodo valoszintiségi mezével.

Térjiink visssza az eredeti

d af 1
a—{+ a—f+§ af+k+rf—0 f(T,z) =2 (z)

inhomogén PDE-re. Az inhomogén egyenlet helyett vegyiik a

oh  Oh 1 ,0%h _ _
Bt Thay T3 gz TR (rt) =0, h(T,z) =exp(rT) @ (z) = ¥ (x)

homogén egyenletet. Vezessiik be az
f(t,x) =exp(—rt)h(t,x)

fliggvényt, vagyis
h(t,x) =exp (rt) f (t,x).

Mivel oh 0 5
o= exp (1) £ (1,2) = rexp () £ (t,2) +exp (rt) £ f (1,2),
ezért
_ Oh oh 1 282
0 = —+ %+f 92 + kexp (rt) =
_ of of |1 ,0%f
= exp(rt) {875 +,ua—+f 9 +rf+k|,
ami csak ugy lehetséges, ha
of , of 1 232f _
E + ,Uza* + = 02 + f +k=0.

A mar bemutatott moédon a homogén egyenletet megoldva
T
hit,z) = EMLT, X)) +E (/ exp (rs)k (s, X (s)) ds> =
t
T
= E(PXD)+E </ exp (rs) k (s, X (s)) ds
t
S

7X(S))d5> ,

T
= exp(rT)E(® (X (T))) +E (/t exp (rs) k (

18 Amely csak a matematikusok altal krealt fantaziavilagban létezik.
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az inhomogén egyenlet megoldasa
ftx) = exp(r(T—1)E(@(X(T))+

T
+exp(—rt)E (/t exp (rs) k (s, X (s)) ds) .

Ha k = 0, akkor
[t x) =exp (r (T — 1) E(®(X(T))).

6.4.4. A derivativ arazas alapképlete

Vegyiik észre, hogy a Black—Scholes-féle egyenletben szereplé r kamatlab a mi jeldlésiink szerint
éppen —r, igy az eredeti jelolésre attérve

f(tz) =exp(—r (T = 1)) E(® (X (T))),

vagyis az Black—Scholes-féle egyenlet megoldasa, a derivativa jelenlegi ¢ id6pontban vett ara, a T
jovebeli @ (X (T)) kifizetés diszkontalt varhato értéke, ahol a varhato értéket, illetve az X (T) val-

tozét a parcidlis differencidlegyenlethez rendelt fantaziavilaghan, az ugynevezett kockdzatmentes

vilagban kell venni'?,

6.4.5. Példak

Tekintsiink néhany példat:

1. Oldjuk meg a
oh 1 ,0%h 9
g,z 29 h(T.z) —
8t+20 92 0, (T,z) ==

PDE-tet.

Rendeljiik hozza a sztochasztikus differencidlegyenletet
dX (s) =0-ds+odw(s), X(t)=u=x.
Az egyenlet konnyen megoldhato, a megoldasa
X(s)=xz+o(w(s)—w(t)).

A Wiener-folyamat tulajdonsagai alapjan X (s) & N (z, oVs — t) . Ezt felhasznalva a megoldas

h(t,z) = E(X*(T))=D*(X(T))+E*(X(T)) =

= o (T —1t) + 22
Valéban

Oh 1 ,0°h 2 2

ot T2 g = Tt =0

h(T,z) = o?(T—T)+a?=2>

2. Oldjuk meg a

oh 1 ,0%h B o

PDE-tet.

19Az eredeti Black—Scholes modelben az arak jeldlése S, mi kivetkezetesen X-szel jeldljiik a sztochasztikus dif-
ferencidlegyenlet valtozojat hangstlyozva, hogy a kettének semmi kze egyméashoz.
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Hagyjuk elGszor el a k (¢, ) = x konstans tagot, vagyis tekintsiik a

oh

10
ot 2 Ox2

=0, h(T,z)=Inz?
egyenletet. Rendeljiik hozza a
dX (s) =0-ds+ X (s)dw(s) =X (s)dw(s), X (t) =z,
SDE-tet. Az egyenlet ismételten kénnyen megoldhato. A (6.6) képlet alapjan
X (s) = zexp (;(st)+w(st)> .
Az X (T) valtozot a @ (z) = In2? fiiggvénybe betéve

In (X2(T)) = — (T —t) + 2N (o, VT — t) +Inz?,

amib6l
h(t,z) = E(—(T—t)+2N(0,\/T—t)+lnx2>:
= (t—T)+1Inz?
Valoban
oh 1 ,0°h 1,/1.\

h(T,z2) = (T—T)+Inz*=

Az eredeti egyenletet az

T
f(tz) =E(@(X(T)) +/t E (k (s, X (s))) ds

altalanos formula alapjan oldjuk meg, ahol k (s, ) az altalanos szabad konstans tag a (6.8) egyen-
letben?°. A lognormalis eloszlas varhaté értékére vonatkozé képlet alapjan

BbeX (@) = B () =B (o (5 -0+ 1))

_ mexp(—;(s—t)—i—;(s—t)) i

amibdl

T T
/t E(k;(s,X(s)))ds:x/t lds = 2 (T — 1)

Ez alapjan
ft,2)=@t—T)+Ina®4+z(T —t).

20Feltéve, hogy a két integral felcserélhets, de ezt igen 4ltalanos feltételek mellett meg lehet tenni. A legegysz-
erlibben ellenérizhet§ feltétel, hogy a kettds integralban szerepld integrandus nem negativ.
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Valéban
of 1 ,0°f 1o,/1. Y\
o TRt T T LT T @) e
1 !/
= 1+x2<) =0
x
f(T,2) =Ina?

3. Oldjuk meg a

@ + @ 1 2@ = 0
ot " ox 27 a2 T
h(T,z) =
PDE-tet.
Rendeljiik hozza a sztochasztikus differencidlegyenletet.

dX (s) =1lds +odw(s), X (t)=u=.

Az egyenlet

I

X(T)—-z = /tTds—l—a/twa:T—t—i—a[w(T)—w(t)]

N(T—t,am)‘

I

A megoldoképlet alapjan

h(t,x)zE(NQ (m+T—t,Jm>> =2 (T— )+ (z+T —1)°.

Valéban
Oh Oh 1 ,0°h 9
Tt 52 = ° +2(z+T—-t)(-1)+
+2(w+T—t)+%022
= O7
h(T,z) = 2.
4. Oldjuk meg a
on oh 1L,oh
ot 0 25 02%x? ’
h(T,z) = Inz

PDE-tet.

Rendeljiik hozza a
dX (s) =X (s)ds+ X (s)dw(s), X(t)==x

sztochasztikus egyenletet, amely linearis sztochasztikus differencidlegyenlet, tehat a megoldasa

X(s)zxexp((l—D (s—t)+w(s—t)>.
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A parcialis differencidlegyenlet megoldasa
hit,r) = E(wX2(T)) =l +E (N (T T - t)) -
= Ina?4+T—t.
Valéban a peremfeltétel trividlisan teljesiil, és

oh  Oh 1 , 0%
7+§1- —

ot + x@x 0%x2

2 1,/ 2

= —-1+2-1=0.

5. Oldjuk meg a

@ + xa—h + lxz O°h
ot oxr 25 02x2

h(T,z) = Ina?

+22 = 0,

PDE-tet.

Rendeljiik hozza a
dX (s) =X (s)ds+ X (s)dw(s), X(t)==x

sztochasztikus differencidlegyenletet. Ez ismételten linearis sztochasztikus differencialegyenlet,

tehat a megoldasa
1
X (s) =zexp ((1— 2) (s—t)+w(s—t)> .

A parcialis differencidlegyenlet megoldasa
T
h(t,z) =E (InX*(T)) —|—/ E (X?(s)) ds.
t

Az egyes komponenseket kiszamolva

E(nX*(T)) = E(lnx2+2[;(T—t)+w(T—t)D:
= W+ E(N((T-1),2vT 1)) =
= Inz?4+T—1t,

illetve a lognormalis eloszlas varhato értékére vonatkozo képlet alapjan
T T
/ E (X%(s))ds = x2/ E(exp(s—t+2w(s—1)))ds =
t t

T
= xQ/t exp(3(s—1t))ds=

= 2exp(3(s— 1)} =

1,2

= T lewBT-0)-1).

Osszefoglalva:
2

h(t,m):lnx2+T—t+%(exp(3(T—t))—1).
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Ha t =T, akkor
h(T,z) =Inz?

vagyis teljesiil a peremfeltétel. Az egyenletbe behelyettesitve

5 0%h 9

oh ~ 0Oh
+xt =

1
o o T g
—1—2%exp(3(T —1t)) +

1 222
+20- + % lexp (3(T — 1)) — 1] +

2,1 127
e B el T—1)-1
57 3t 53 BT —1) - 1]+

z?,

amely az Gsszevonésokat elvégezve nulla.



