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A Wiener-folyamat definicidja

A {w (t,w)},s, folyamatot Wiener-folyamatnak mondjuk, ha teljesiti az
aldbbi négy feltételt:

Q@ w(0)=0,

@ a w novekményei fiiggetlenek,

Q tetszéleges 0 < s < t értékekre a w (t) —w (s) = N (0,y/t —s),
vagyis a w (t) — w (s) véltozé siirliségfiiggvénye

gi-s (X) = 27121& =5 <2 (;)i)) |

@ A w folytonos abban az értelemben, hogy minden w kimenetelre a
w (w) trajektoria folytonos.

A Wiener-folyamatok olyan folytonos Lévy-folyamatok, amelyek
névekményeinek eloszlsa egy [s, t] szakaszon N (0,1/t—s) .
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A Wiener-folyamat definicidja

At € [0, 00) idéparamétertd| fiiggd w F-adaptalt folyamatot
Wiener-folyamatnak mondjuk, ha teljesiti az alabbi négy feltételt:

Q@ w(0) =0,

@ minden t-re és tetszéleges h > 0 szdmra a w (t + h) — w (t)
névekmény fliggetlen az F;-tdl,

O tetszbleges 0 < s < t értékekre a w (t) — w (s) normalis eloszlasd, 0
vdarhaté értékkel és \/th szérassal,

Q a w(w) trajektoridk minden w-kimenetelre folytonosak,

© az F teljesiti a szokasos feltételeket.

Ha masképpen nem emlitjiik, a tovdbbiakban feltételezziik, hogy az F
filtrdcié valamilyen médon adott.
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A filtracié bdvitése

Ha w Wiener—folyamat az F filtrdciéra, akkor nem feltétleniil
Wiener—folyamat egy bévebb G filtriciéra.

Ha w Wiener-folyamat az F filtrdciéra, akkor a G = o (F; U Fy)
filtraciéra nem lesz Wiener-folyamat, ugyanis ha 1 = s > t, akkor mivel a
w (s) Gi-mérhetd, nem érvényes az

E(w(s)|Gt) = w(t)

martingaltulajdonsdg. Hasonlé igaz, ha G; = A filtraciéval.
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Néhany tétel

Theorem (Paley—Wiener-Zygmund )

Ha w Wiener-folyamat, akkor majdnem minden w kimenetelre a w (w)
trajektoria egyetlen idépontban sem derivalhato.

Ha w Wiener-folyamat, akkor majdnem minden kimenetelre

limsupw (t) = o0, liminfw (t) = —oo0.

t—oo t—oo

Ha w Wiener-folymat, akkor tetszéleges a szamra a {t: w (t) = a}
halmaz feliilrél nem korldtos. Specidlisan egy egy-dimenzics
Wiener-folyamat végtelen sokszor visszatér a nulla pontba.
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Tetszéleges m > 0 szémra, ha ® jeldli az N (0, 1) eloszlasfiiggvényét,
akkor

lim P (w(n) > m) =1~ lim @ (\'/"E> = %

Ha A, jeloli azokat a kimeneteleket, amelyekre végtelen sok n esetén

w (n) > m, akkor elég nagy k-ra és n-re

P (An) = P(MiZiUnZy {w (n) 2 m}) = lim P (UL {w (n) = m}) >
1

> P (U {w () > m}) — £ > P (w(n) > m) -
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Mivel A1 C Ap, ezért

P <Iimsupw(n) _ oo) — P (NmAn) > %

n—oo
A nulla vagy egy torvény miatt
P (Iim supw (n) = oo> =1
n—odo

amibol

limsupw (t) = lim supw (s) > lim supw (k) = oo.
t—00 t/00 s>t n/' k>p

A misik egyenldség a szimmetria miatt teljesiil.
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Néhany tétel

Theorem (Nagy szamok torvénye)

Ha w Wiener-folyamat, akkor

lim ——= =0.
t—o00 t

Ha w Wiener-folyamat, akkor a w (t) =t - w (1/t) kiterjesztheté a t =0
pontra ugy, hogy a w szintén Wiener-folyamat.
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Fisk tétele, lokdlis martingdlok trajektoriai

A Wiener-folyamatok trajektéridinak ,vad” tulajdonsdgai nem tul
meglepbek.

Ha L folytonos lokdlis martingal és az L trajektoridi korldtos vdltozdsiiak,
akkor az L konstans.
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Fisk tételének bizonyitasa

Tekintsiik az M = L — L (0) lokalis martingalt. Elég belatni, hogy az
M = 0. Legyen V = Var (M) és legyen (p,) az M lokaliz4ciés sorozata.
Mivel a folytonos fiiggvények teljes megvidltozdsa is folytonos a

v (W) = inf {t: |M(t,w)| > n}

kp(w)=inf{t:V(t,w) > n}

megallasi idék. Igy a T, = v, Ak, A p,, szintén megéllasi id6. Nyilvdn
T, /" oo, igy ha minden n indexre M™ = 0 akkor az M nulla a [0, T,]
szakaszon minden n-re, igy az M nulla a U, [0, T,] = R4 x Q halmazon,
igy M =0.
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Fisk tételének bizonyitasa

A folytonossag miatt az [M™| < n és |V | < n, igy a trajelktéridk

korltosak. Feltehetd tehat, hogy az M és a V = Var (M) korlatossak.

Legyen <t,((")> a [0, t] egy infinitezimdlis particidja. Az energiaazonossag

miatt ha u > v, akkor
E((M(u) = M(v))*) = E (M (u) = M (v)),
és mivel M (0) = 0 ezért

E(M?(t)) = E(M2(t))—E(M?(0) =
e[ () - (42)) -
- (T -w))
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Fisk tételének bizonyitasa

AV korlstos, igy ha V = Var (M) < ¢, akkor

E(V (1)) <
e (o (4) - (1) o (47) - 1))
< E(viompu(47) - (4)])

< ¢-E (mkax ‘M <t£")> -M (t,((n,)1> D .

M trajektériai folytonosak, igy egyenletesen is folytonosak a [0, ]
szakaszon, igy

IN

lim max
n—oo  k

M (tf('”) -M (t,((”_)lﬂ =0.
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Fisk tételének bizonyitasa

Mdsrészt
ml.(ax‘M (t,@) - M (térl)l)‘ <V(t) <cg,

igy a domindlt konvergencia tétele miatt

lim E (mkax(/w CORACS D =0

igy M (t) ™" 0 minden t-re. Az M trajektériai folytonosak, igy majdnem
minden w esetén M (t,w) = 0 minden t-re.
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Visszatérés az origéba

Legyen
O =inf{|lw(t)]:t>0}.

Theorem (Wiener-folyamat origéba valé visszatérése)

A tébbdimenziés Wiener-folyamatra teljesiilnek a kbvetkezok: Ha n > 3,
akkor az x # 0 pontbdl elinditott Wiener-folyamatra

n—2
P(ﬂgr):(L) . ha 0<r<|x|,

vagyis ha n > 3, akkor egy x # 0 pontbdl elinditott Wiener-folyamat
pozitiv valdsziniiséggel nem jut el az origé r < ||x|| sugard kérnyezetébe.

v
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Az Ité-formula alkalmazasa

Tegyiik fel, hogy az U C IR" nyilt halmazon értelmezett f € C2 (U)
n

fiiggvény kielégiti a Af = gi’; = 0 Laplace-egyenletet. Legyen T
k=1 '
megallasi id6. Ha az x pontbdl elinditott w n-dimenziés Wiener-folyamatra

a w' megallitott folyamat az U halmazon beliil marad, akkor

- n.of
fwh)—rf(x) = Zan (w') e w/ +
k=1
1 9*f

A vegyes tagok esetén a kvadratikus keresztvariacié nulla, az f kielégiti a
Laplace-egyenletet, igy
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Dinkin-formula

Tegyiik fel, hogy T < oo és az f (w) a [0, T] véletlen szakaszon
egyenletesen korlatos. llyenkor az f (w®) = (f (w))" korlatos lokilis
martingdl, vagyis valédi martingdl. A megalldsi opcidkrél szl tétel
alapjan tetszéleges T < oo idépontra, felhaszndlva, hogy a w az x pontbdl
lett elinditva

E(f(w(T A7) =E(f(w(0)) =E(f(x) =1f(x).

Az f (wT) korlatossdga és a T < co miatt ha T — oo, akkor
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Gylirtibol valé kilépés

Tegyiik fel, hogy az ||x]| a 0 < r < R < oo sugarak kozé esik.
Wiener-folyamatok trajektéridi a t > 0 félegyenesen majdnem minden
kimenetelre nem korldtosak és minden kimenetelre folytonosak, ezért a
kiils6 korbél a w egy valdsziniiséggel kilép. A kérdés csak az, hogy a belsd
vagy a kiils6 hatdron fogja-e a folyamat a

B= {u:r<|ul <R}

gylriit elhagyni. Jelodlje Tg a B gyliriib6l valé kilépés idépontjat.
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A harmonikus fliggvény megaddasa

Tegyiik fel, hogy n > 3. Legyen f (x) = ||x||2_". Az f nyilvan az

U =TR"\ {0} halmazon van értelmezve. Elemi szdmoldssal kénnyen
megmutathaté. hogy az U halmazon az f kielégiti a Laplace-egyenletet.
Az f (w™8) az r > 0 miatt korlatos, igy a Dinkin-formula alapjan

E(f (w(tp))) = f(x).
Ezt és az f konkrét alakjat felhaszndlva
— — 2—n
PP (|lw (te)]| = r) + R*" (1= P (lw (ts)ll = r)) = [Ix]*",
és

Ix|*~" — R>~
Plw(te)l =r) = —s—po=
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A sugdr a végtelenbe tart

Ha Ag jeloli azt az eseményt, hogy R sugdr esetén a belsé oldalon Iép ki a
folyamat, akkor nyilvdn ha Ry < Ry, akkor Ar, C Ag,, ugyanis ha a kisebb
sugdr esetén mar belil kilép, akkor a nagyobb sugar esetén is ott fog
kilépni. Az Ag monoton nd, igy ha R — oo, akkor mivel n > 2

( r >"_2 N ey G

T 2o R pon _REn
= Rlim P (AR) =P (URAR).

Ha egy w kimenetelre a trajektéria véges id6 utdn belemetsz az r sugard
gdémbbe, akkor a bemetszés idépontjdig felvett maximumandl nagyobb
szamot vidlasztva R-nek w € Ar C UrAg. Megforditva ha w € UgrAg,
akkor alkalmas R-re w € Ag, igy az w-ra vett trajektéria belemetsz a r
sugarti gombbe. Igy P (UgrAR) éppen annak a valésziniisége, hogy az

x # 0 pontbdl elinditott Wiener-folyamat belemetsz az r < ||x|| sugaru
kérbe.
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A Wiener-folyamat normdja tart a végtelenbe

Ha n > 3 és w n-dimenziés Wiener-folyamat, akkor lim;_,« ||w (t)|| = oo.

Legyen r > 0 tetszdleges és legyen a > r. Legyen tovdbba
T, =inf{t:||w(t)|| > a}.

Mivel a Wiener-folyamatok trajektéridi majdnem minden kimenetelre nem
korlatosak, ezért majdnem mindenhol

limsup ||w (t)|| = oo,

t—o0

igy nyilvdn majdnem mindenhol T, < oo.
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A Wiener-folyamat normdja tart a végtelenbe

Az erés Markov-tulajdonsdg miatt a
wh(t)=(w(t+7,) —w(Ts))+w(ts), t>0
szintén Wiener-folyamat, amelyik a

w(75) € {|[uf| = a}

pontbdl indul. Mivel n > 3

r\n—2
PEt>T,w(t)| <) =P@t>0w (t) <n= (1) "

Ha a " oo akkor ez a valdsziniiség nulldhoz tart.
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A Wiener-folyamat normdja tart a végtelenbe

Tegyiik fel, hogy ayx " co. Legyen Ay az az esemény, hogy az aj sugari
gombb&l vald kilépés utdn visszatér a folyamat az r sugard gémbbe.
Ak+1 © Agk. Nyilvan N Ak az olyan kimenetelekbdl all, hogy végtelen sok
ak-sugarli gombbdl valé kilépés utan is visszatér. Annak a valdsziniisége,
hogy a w a végtelen sok T,, utan visszatér a {||u|| < r} gémbe

P (NkAx) = lim <’>n2 ~ 0.

k—oo \ ak
lgy egy valésziniiséggel minden w-hoz van olyan k = k (w), hogy
w(tw) & {Jul <1}t ().

lgy egy valdsziniiséggel ha t /' o0, akkor ||w (t, w)]|| — oo.
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Folytonos Wiener-folyamatok karakterizacidja

Minden folytonos Lévy-folyamat egy Wiener-folyamat és egy linedris trend
linedris kombindcidja.
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Lévy-folyamatok momentumai

Theorem

Ha valamely X Lévy-folyamat ugrdsai kisebbek egy fix ¢ > 0 konstansndl,
vagyis |[AX| < c, akkor tetszbleges [0, t| véges szakaszon az X
momentumainak halmaza egyenletesen korldtos. Vagyis minden m
kitevéhoz és [0, t] szakaszhoz létezik olyan k (m, t) korldt, hogy

E(IX"(s)]) < k(m.t), se[0,t].
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Lévy-folyamatok momentumai

Mivel a trajektéridk reguldrisak, ezért a trajektéridk mindegyike minden
véges és zart szakaszon korlatos. Ebbdl kovetkezben az az esemény, hogy
valamely trajektdria korldtos eleme a farok o-algebranak. A nulla vagy egy
térvény miatt a farok o-algebra eseményei nulla vagy egy valdszinliségiiek.
lgy az olyan trajektérisk halmaza, amely korldtos nulla vagy egy
valdsziniiséggel bir. Ha a trajektéridk egy valdsziniiséggel korlatosak, akkor
a folyamathoz hozzdadva a Z (t) = t linedris trendet, nyilvan korlatlan
trajektoridju Lévy-folyamatot kapunk. Nyilvan az X ésaz X + Z
momentumai minden véges szakaszon egyszerre korldtosak, vagy
korlatlanok. Feltehetjiik tehat, hogy az X trajektoridi nem korlatossak.
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Lévy-folyamatok momentumai

Tekintsiik a
Ty =inf{t:|X (t)] > c}

megallasi idot. Mivel a trajektéridk a teljes szamegyenesen egy
valésziniiséggel korlatlanok 71 < o0 majdnem mindenhol. Igy tekinthetjiik
az X* Gjrainditott folyamatot. Legyen

To=inf{t: | X" (t)| >c}+Ti=inf{t:|X(t+11)—X(71)| >} +T11.

Hasonlé médon definidlhatjuk az T3 stb. megdllasi idéket. Az erds
Markov-tulajdonsdg miatt az {X* (t) : t > 0} véltozok fiiggetlenek az Fr,
o-algebratdl. A

To—11=inf{t >0:|X"(t)] > c}

mérhetd az {X* (t) : t > 0} véltozok altal generdlt o-algebrara, igy a
To — 711 flggetlen az F¢,-tél. Hasonléan a 7, — 7,1 fliggetlen az
Fr, ,-tol.
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Lévy-folyamatok momentumai

Ugyancsak az er6s Markov-tulajdonsdg miatt 7, — T,—1 eloszldsa minden
n-re megegyezik a T1 eloszldsaval. Igy a 7o = 0 értékbél kiindulva és
haszndlva a (Tx — Tx—1) valtozok fiiggetlenségét

n

E(exp(—7,)) =E (exp (— Y (T — Tk1)>> = (E(exp(—711)))" =¢q",

k=1

ahol 0 < g £ 1. Ha g =1 akkor 11 = 0, igy a jobbrdl valé folytonossag
miatt |X (0)] > ¢ > 0, ami ellentmond a Lévy-folyamatok definiciéjanak,

igy g < 1.
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Lévy-folyamatok momentumai

Szigortian a T1 el6tt az X nem lehet nagyobb mint ¢, ugyanis ellenkezd

esetben a T1 csokkenthetd lenne. Igy |X (T1—)| < c. Az ugrasok kisebbek
mint ¢, igy

(X (1) = [X(11=) +AX ()] < [X (11—)[ + [AX (71)] <
< [ X(t1i=)|+c< 2

Hasonléan folytatva
sup [ X™ (t)| =sup [{X (t):t €[0,Tn]}| <2nc.
t
A Markov-egyenl6tlenség alapjan

P(|X(t)]>2nc) < P(tp,<t)=P(exp(—7n) >exp(—t)) <
< E (exp (—7h))

S Tew(n - oW
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Lévy-folyamatok momentumai

Mivel g < 1, ezért
[ee]
h(m) =Y [2(n+1)c]" q" < co.
n=0

Az |X (t)|™" figgvényt egy lépcsés fiiggvénnyel feliilrél kozelitve

E(IX(0I") < i}P(nJrl)C]m'P(IX(t)I>2nC)§

[ee]

< exp(t) ;) 2(n+1)c]™q" = exp(t) h(m),

amibdl az 4llitas evidens.
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Folytonos Lévy-folyamatok karakterizaciéja

Legyen X egy folytonos Lévy-folyamat. Mivel az X folytonos, ezért az X
osszes momentuma véges. Ebbdl kévetkezéen az X (t) véltozénak minden
t id8pontban van varhaté értéke. Kovetkezésképpen ha m jeldli az X (1)
varhat6 értékét, akkor az X(t) — t - m martingal. Erdemes hangstilyozni,
hogy annak igazoldsdhoz, hogy az X (t) varhat6 értéke éppen t - m vagy
fel kell haszndlni hogy a filtracié teljesiti a szokdsos feltételeket, igy az
X(t) — E(X(t)) logikai martingdlnak van vdrhaté értéke, vagy fel kell
haszndlni, hogy véges idészakon a mdsodik momentumok halmaza
korlatos, igy az (X(t)): csaldd minden véges idétartomanyon egyenletesen
integralhaté. Az X(t) — t - m martingal voltabdl kévetkezik, hogy az X
folytonos szemimartingal.

Medvegyev (Corvinus Egyetem) Wiener-folyamatok 2008 30 / 45



Folytonos Lévy-folyamatok karakterizaciéja

A jelolés egyszerlisitése céljabdl tegyiik fel, hogy m = 0. A kvadratikus
variacié definicidja miatt az [X] szintén folytonos Lévy-folyamat. A
fliggetlen és staciondrius névekedés feltétele kévetkezik abbdl, hogy a
kvadratikus varidcié a kozelité négyzetdsszegek hatdrértéke és a
Lévy-tulajdonsdg miatt a diszjunkt szakaszokhoz tartozé kozelitd
négyzetdsszegek fiiggetlenek és az eloszldsuk csak az idészak hosszatdl
figg. A kvadratikus variacié folytonossaga pedig a parcidlis integralds
formuldja miatt a sztochasztikus integralok folytonos integrator szerinti
folytonossdgdnak kovetkezménye. Ez mdsképpen azt jelenti, hogy az

Y (1) = [X](2) — E([X](1)) = [X](t) — t- E([X](1))

kifejezés ismételten folytonos martingal. Az Y mint két monoton ndveked6
figgvény kiilonbsége véges varidcidju.
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Folytonos Lévy-folyamatok karakterizaciéja

[X](t) = E([X](2)) = a-t.
Az Itoé-formula szerint
exp(iuX(t))—1 = iu/otexp(iuX(s))dX (s) —
—%uz /Otexp(iuX(s))d [(X] (s).

Az exp(iuX) korldtos és az X négyzetesen integrilhato, kdvetkezésképpen
a sztochasztikus integral valédi martingdl. A két oldalon varhaté értéket
véve és felhaszndlva, hogy most a sztochasztikus integral varhaté értéke a
martingdl tulajdonsdg miatt nulla
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Folytonos Lévy-folyamatok karakterizaciéja

E(exp(iuX(t)))—1 = —-u°E

Ha bevezetjiik a ¢ (u, t) = E (exp(iuX(t))) jeldlést, akkor ez

t szerint derivdlva
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Folytonos Lévy-folyamatok karakterizaciéja

A differencidlegyenletet megoldva tetszdleges u-ra

1
@ (ut)=-exp (—Quzat) :
A normilis eloszlds Fourier-transzformaltjanak képletét felhaszndlva

X(t)g/v(o,\/i).
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Lévy-féle karakterizacids tétel

Theorem (Lévy-féle karakterizdcios tétel)

Ha X olyan folytonos lokalis martingdl, amelyre X (0) = 0 és [X] (t) = t,
akkor az X Wiener-folyamat.
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A probléma a névekmények fliggetlensége

Ha X folytonos lokalis martingdl és ha [X](t) = t, akkor a mar
bemutatott médon beldthato, hogy X (t) = N (O, \/f) A
gondolatmenetet az djrainditott folyamatra alkalmazva ebbdl kénnyen
beldthatd, hogy névekmények eloszldsa N (O, Vit — s) , vagyis a folyamat
staciondrius névekményii. Ebbdl azonban még nem koévetkezik, hogy a
folyamat Wiener-folyamat, ugyanis nem tudjuk, hogy a névekmények
fuggetlenek vagy sem. A szérdsokra vonatkozd képletbél beldthatd, hogy a
novekmények korreldlatlanok, ugyanis teljesiil a

D? (X (t+5)) = D* (X (1)) + D* (X (s)) -

Sajnos azonban normilis eloszldsi valtozok korrelalatlansaga csak akkor
implikdlja a fiiggetlenséget, ha az egyiittes eloszlds is normalis.
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Exponencidlis martingal

Irjuk fel az X exponenciélis martingdljat:

exp (iuX (t))  exp (iuX (t)) _ '
¢ (u,t)  exp (—Lu2t) = exp (IUX (t) + S t) _

Mivel [X] (t) = t az It6-formuldval azonnal lathato, hogy a kifejezés
lokdlis martingal. Mivel ugyanakkor minden véges szakaszon egyenletesen
korldtos, ezért nem csak lokdlis martingdl, hanem valddi martingdl is.
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Lokdlis martingdl exponencidlis martingalja

Erdemes felhivni a figyelmet arra, hogy tetszéleges folyamat esetén az
exp (iuX (t))
¢ (u, t)

exponencialis martingdl nem lesz martingal sét lokalis martingdl sem. Az
[t6-formuldbdl azonnal kovetkezik, hogy egy L lokdlis martingdl esetén az

exp (L— % [L]>

kifejezés lokdlis martingdl és ezt szokds a lokdlis martingdl exponencidlis
martingdljanak mondani.
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Lokdlis martingdl exponencidlis martingalja

Valéban az exponencidlis fliggvény derivaldsi szabdlyat kihaszndalva

Z(t)—Z(0) =
:/tZd<L—1[L]>+;/tZd[L_1[4:
_/ Zd(L— ) /Zd
:/OZdL,

amely kifejezés egy lokdlis martingdl szerint sztochasztikus integral, vagyis
lokdlis martingal.
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Lokdlis martingdl exponencidlis martingalja

Nyilvdn tetszOleges z-re az

exp (zL - % [zL]) = exp (zL - %22 [L]>

is lokdlis martingdl. A jelen példdban a z = ju helyettesitéssel kapjuk az
. 1,
exp | iuX (t) + Sut

kifejezést. Vagyis kihasznalva, hogy az X (t) eloszldsa normdlis az
exponencialis martingdl két kiilonbsz6 definicidja egybeesik.
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Lokdlis martingdl exponencidlis martingalja

Mivel az
exp (iuX)

¢ (u,t)
kifejezés martingal, ezért ha s < t, akkor

exp (iuX (t)) _exp (iuX (s))
e (pnn 17) '

Ezt dtrendezve

E (exp (iu (X () — X (s))) | Fs) = 9"(“: D _ exp (—;uz(t—s)> _
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Fliggetlen novekmények igazoldsa

A feltételes varhaté érték definicigjat felirva minden F € F, halmazra
/Fexp (iu(X(t) —X(s)))dP =P (F)E(exp (iu(X (t) —X(s)))).

A monoton osztaly tétel segitségével az exp (iux) helyébe tetszéleges
Borel-mérhet6é halmaz karakterisztikus fiiggvénye irhatd, igy

PH{X(t)—X(s) e B}NF)=P(F)-P({X(t)—X(s) € B})

vagyis az F, o-algebra és az X (t) — X (s) névekmények fiiggetlenek,
vagyis az X fiiggetlen névekményii.
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Tanaka-formula

A sgn (w) e w integrdl Wiener-folyamat.

A sztochasztikus integral konstrukcidja szerint a folyamat folytonos és
lokdlis martingal. A kvadratikus varidcidja

/Ot (sgn (w))? (s) ds = .
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Lévy-folyamatok Gsszege nem Lévy-folyamat

Lévy-folyamatok Gsszege nem feltétleniil Lévy-folyamat. \

Legyen w Wiener folyamat és legyen X (t) = fot sgn (w(s))dw (s). Az X
szintén Wiener-folyamat. A

Z=w+X=1lew+sgn(w)ew = (1+sgn(w))ew

mint folytonos martingdlok 6sszege szintén folytonos martingdl az eredeti
kozos F filtrdcidra nézve.

2)(6) = [ (1 sgn(w(s)))? () ds

amely kifejezés nem determinisztikus. Igy a Z nem lehet Wiener-folyamat.
De mivel minden folytonos Lévy-folyamat egy Wiener-folyamat és egy
linedris trend Gsszege, ezért a Z nem lehet Lévy-folyamat.
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Lévy-folyamatok Gsszege nem Lévy-folyamat

Ugyanakkor szemimartingalok
Osszege szemimartingal!!!l
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