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Egyenletes integralhatésag

Definition
Egy (fy) fiiggvényhalmazt egyenletesen integralhaténak mondjuk,

ha
lim su / £l du = 0.
N o P {\fu\>N}|“| H

Example

A majordlt konvergencia tétel miatt minden integralhaté fliggvény
egyenletesen integrdlhaté. Véges sok egyenletesen integralhaté
halmaz egyesitése is egyenletesen integralhato.

Example
Ha létezik g integrélhatd fiiggvény, amelyre |f,| < g minden a
esetén, akkor az (fy) egyenletesen integralhato.



Egy fontos kritérium

Example
Ha (fy) fiiggvények egy halmaza, G olyan nem negativ ndvekedd
fuggvény, amelyre
. G(t)
lim ——= = oo,
t—o0 t
és

sup/ (|fa]) dpu < o0,

akkor az (fy) egyenletesen integrdlhato.

Ha e > 0 tetszéleges, M = sup, [, G (|fi|) di, a= M/¢, és N
olyan nagy, hogy G (t) /t > a, ha t > N, akkor

1 M
< - / G(|f)du < — ==¢.
/{M}| e N ()L



Integralhato fliggvények és az egyenletes integrdlhatdésag

Example
Ha p > 1 és az (f,) halmaz korlatos az LP térben, akkor a halmaz

egyenletesen integrdlhatd.
Mit lehet mondani az L' térben valé korlatossig esetén?



Valésziniiségi mértékek és az egyenletes integralhatésag

Theorem
Ha az X alaptér mértéke véges, akkor egy (fy) fiiggvényhalmaz
pontosan akkor egyenletesen integralhatd, ha

1. az ([ |fa| du), halmaz korldtos, vagyis az (f,) korldtos az
L' (u) térben és
2. u(A) — 0 esetén [, |f| du — 0 az a szerint egyenletesen,

vagyis
lim s /f du) =o0.
i lip< Alfxl H)

Véges mérték esetén az LP, p > 1 korlatossagbol kbvetkezik
az L korldtossdg, de nem forditva.



Valésziniiségi mértékek és az egyenletes integralhatésag

Evidens médon
[ eldn = [ 16161 < M) du+ [ IRIx (16> M) du <

g/vA+/ £l du.
1 (A) {|@|>N}’ | du

Ha az (fy) egyenletes integralhato, akkor elég nagy N-re a masodik
tag €/2 ala hozhaté. Ha A = X, akkor az alaptér végessége miatt
a kifejezés korldtos, kovetkezésképpen teljesiil az 1. Ha u (A) — 0,
akkor az elsd tag is €/2 ala vihetd, vagyis teljesiil a 2. is.



Valésziniiségi mértékek és az egyenletes integralhatésag

Megforditva legyen € > 0 és § > 0 olyan, hogy minden a-ra
Jalfal dpu < e ha p (A) < 5. A Markov-egyenlétlenség és az elsd
feltétel alapjan

1 K
Pl >N < g [ IRldn< 5 =0

amibél elég nagy N-re tetszéleges a-ra p (|f,| > N) < §, vagyis a
masodik feltétel miatt

fol du < g,
/{|fu|>N}| | !

kovetkezésképpen az (f,), egyenletesen integralhaté.



A sztochasztikus és a pontonkénti konvergencia kapcsolata

A hatdrérték és az integrdl felcserélését dltaldban a pontonkénti
konvergencia, vagy a majdnem mindenhol valé konvergencia
esetében szokds targyalni, ugyanis ezek a mértékelmélet
természetes konvergencia fogalmai. Most az f, — f konvergencidn
a sztochasztikus konvergencidt értjiik. Véges mértékii halmazokon
a pontonkénti konvergencidbdl kévetkezik a sztochasztikus
konvergencia, igy az eredmények specidlisan alkalmazhatdk a
majdnem mindenhol valé konvergencidra is. Trividlisan

f,,d—/fd g/fn—fd 0,
‘/X a V‘ XI | dp —

ezért elegendd az [, |f, — f| du — 0 konvergenciara koncentralni.



Egyenletes integralhatésag és az integral alatti
konvergencia
Theorem

Ha a u mérték véges, az (f,) fiiggvények egyenletesen
integralhatdak, és f, — f, akkor az f is integrdlhato, és

£d /fd, /f,,—fd 0.
/X w— ) fdp XI | dy —

Mivel véges mértékii halmazon az egyenletes integralhatésagbdl
kovetkezik az L! korldtossag, és a sztochasztikusan konvergens
sorozatoknak van majdnem mindenhol konvergens részsorozata,
ezért a Fatou-lemma alapjan

fld <I'm'nf/ £l du < oo,
J 11 du < timin [ 16| dp

vagyis az f integrélhat6, specidlisan az (f, — ), is egyenletesen
integralhatd.



Egyenletes integralhatésag és az integral alatti
konvergencia

Iriviélisan
fn—deS’EVX—F/ fn_fd‘M.
/X’ | ( ) {|f"7f\>s}| |

A sztochasztikus konvergencia miatt u (|f, — f| > €) — 0, amibél
viszont a kordbbi kritérium mdasodik pontja, vagyis ismételten az
egyenletes integralhatésdg alapjan a jobb oldali 6sszeg masodik
tagja is tetszdlegesen kicsivé tehetd.



Folytonos folyamatok [t6—Stieltjes integrdlhatésaga

Theorem

Ha az X adaptdlt sztochasztikus folyamat az [a, b| véges szakaszon
majdnem minden w-ra folytonos és az S szemimartingal, akkor az
X az [a, b]-én az S szerint It6-Stieltjes-integralhato.
Emlékeztetiink, hogy az integral nullmértékii halmaz erejéig
definidlt, igy az integralfiiggvény mint sztochasztikus folyamat
létezése nem trividlis. Az fab XdM alakd integralokat [a, b]
szakaszokon definidltuk. Nem vildgos, hogy a t — [ (t) = f; XdM
integralfolyamat milyen tulajdonsdgokkal bir. Milyen feltételek
mellett kapunk martingalt?



Egyenletes integralhatésag

Legyen M € H?2 és |X| < K az X folyamat egy korlatjat. Az
energiaazonossag miatt tetszéleges t € [0, c0) esetén

1 (2)]5 =

e (px ) ) -w i) ) <

< K2 (E (M2 (t)) —E (M?(0))) <

< K2 (E (M2 () ~E(M? (0)) 2 c < oo

vagyis az I, (t) = ¥, X (tk 1) (I\/I <t£”) A t) -M (t,ﬁ"]l A t))
sorozat az L2 (Q))-ban korlatos, kévetkezésképpen az (1, (t))

sorozata egyenletesen integralhato, igy az I, (t) 2, I (t) mellett az

In (1) L I (t) is teljesiil.



A kozelitdé sorozat feltételes varhato értéke

A kozelité pontok valasztdsa miatt, a mar kordbban latott okok
miatt

E(ln(t) [ Fs) = 1In(s),

vagyis a kozelté osszegek martingdlok. (Az indoklds azonos a
korlatos valtozasti martingalok esetén latottal.) Az L2 (Q))

1
korltossaghsl kovetkezd I, (t) < I (t) = [ XdM konvergencist

felhaszndlva . .
E(/ XdM|]—"5):/ XdM.
a a

Az fas XdM Fs-mérhetd, vagyis az | integrélfolyamat logikai
martingal. A szokdsos feltételek miatt van olyan médositdsa, amely
valédi martingal.



A Doob-egyenlétlenség alkalmazdsa

I, — I martingdl, ezért az elsé Doob-egyenlétlenség szerint
tetszbleges A > 0 esetén

AP( sup | (£) — 1 (¢) m) < E(|l (b)— 1 (B)]).

a<t<b
I, (b) — 1 (b) az L' (Q) térben, kévetkezésképpen
sup; |1, (t) — 1 (t)] o, igy alkalmas részsorozatra

sup |1, (£) — 1 (£)] ™" 0.
t

Tehat egy részsorozaton a konvergencia majdnem minden
trajektériara egyenletes, vagyis nullmértékii halmaztdl eltekintve az
I, trajektoridinak folytonossagi tulajdonsdgai megdrzddnek.



Az integrélfiiggvény létezése

Theorem
Ha X tetszbleges véges szakaszon egyenletesen korlatos, folytonos
és adaptdlt folyamat, M € H?, akkor az

t
(X o M) () é/ XdM, t € [ab]
integralfolyamatnak van olyan verziéja, amely martingal. Ha (I,)

az integrdlkozelitd Osszegek sorozata, akkor minden t-re

sup |l (s) — (X e M)(s)] £o.

a<s<t
Ha az M folytonos, akkor az X @ M integrdlfolyamatnak van
folytonos verzigja.



Elementary Doob—Meyer decomposition

Theorem
If M is a uniformly bounded, continuous martingale, then

o

1. the quadratic variation P (t) = [M] (t) = [M]; exists.
2. [M] has a version which is increasing and continuous.
3. For this version M? — [M)] is a martingale.
4

. [M] is indistinguishable from any increasing, continuous
process P for which P (0) = 0 and M? — P is a martingale.

If (t,((n)) is an infinitesimal sequence of partitions of [0, t] and

Qn(s) = ; (I\/I (t,((n) /\s) - M (t,gn_)l /\s))2

then sup,<, | Qn (s) — [M] (s)| 2 0.



Integration by Parts

By the integration by parts formula for any t
t

M2 (t) — M2 (0) :2/ MdM + [M] (£) = 2- (M e M) (£) + [M] (¢)
0

As M is continuous and uniformly bounded the integral process
M e M has a version which is a continuous martingale, therefore as
M? is continuous

[M] = M? —M>(0)—2-MeM
is continuous, and
M? — [M] = M? (0) +2- (M e M)

is a martingale.



Fisk's theorem

[M] (t) is a version of the quadratic variation [M]; for any t. For

a.s.
any rational numbers p < g we have [M]§ < [M]]. Taking the

union the measure-zero sets and using the continuity of [M] we
can construct a version which is increasing.

If P is another continuous, increasing process for which P (0) =0
and M? — P is martingale, then N = P — [M] is also a continuous
martingale and N (0) = 0. As N is the difference of two increasing
processes the trajectories of N have finite variation. By Fisk'’s
theorem N =0, so P is indistinguishable from [M]. The
convergence is a simple consequence of convergence of the
integrals.



The stopping rule

Theorem

Under the assumptions of the previous theorem if T is an arbitrary
stopping time then [MT] = [M]".

As (M7)* = (M?)"

(M%)? = [M]" = (M?)" = [M]" = (M? — [M])".
Stopped martingales are martingales hence (M2 — [M])T is

martingale. [M]" is increasing, so by the uniqueness of the
quadratic variation [M?] = [M]".



Existence of the quadratic variation of local martingales

Theorem
If M is a continuous local martingale then there is one and only
one continuous, increasing process [M| such that

1. [M](0) =0 and

2. M? —[M] is a continuous local martingale.
For any t if (t,@) is an infinitesimal sequence of partitions of
[0, t] then

sup | Qn(s) — [M] (s)| 0

s<t

where

Qn(s) = Z (M (t,En) As) - M (tlgn_)l /\s))Z.



The localization of the local martingale

Let M be a continuous local martingale and let (c,) be a
localizing sequence of M. As M is continuous the hitting times

v, =inf{t:|M(t)| > n}

are stopping times. From the continuity of M it is obvious that
|M?»| < n. Stopped martingales are martingales, so if instead of o,
we take the localizing sequence T, = 0, A v, then the processes

Mn N MT,, — (MO'n)Un

are bounded martingales.



Using the existence for bounded martingales

As M, is a bounded, continuous martingale [M,] is an increasing
processes and M2 — [M,] is a continuous martingale. By the
previous proposition [M,11]™" = [M,";] = [M,], hence

[Mp] = [Mp+1] on the interval [0, T,]. As T, /" oo one can define
the process [M] as the “union" of the processes [M,], that is

[M](t,w) = [Ma] (t, ), &< Ty (w).
Evidently [M] is continuous, increasing and [M] (0) = 0. Of course
(M? = [M])"" = (M™)? = [M]™" = M7 — [M,],

which is a martingale hence M? — [M] is a local martingale.



The proof of uniqueness

Assume that A (0) = 0 and M2 — A is a continuous local
martingale for some continuous, increasing process A.

Z:= (M2 (M) — (M2 A) = A [M]

is a continuous local martingale and Z, as the difference of two
increasing processes, has finite variation. So by Fisk's theorem Z is
constant. As Z(0) = A(0) — [M] (0) = 0, obviously Z = 0.



The proof of the stochastic convergence

Finally, let us prove the convergence of the supremums. Fix
g,6,t >0 and (t,((n)>k. Let Q, be the approximating sum for [M]

and let Q,(,m) be the approximating sum for [M,,].

[le

A = fswla,(9) - M)s) > o).

A= Lsup[Ql”) (5) - Ma] (5)] > ¢}

s<t

As T, /" oo, for m large enough P (7, < t) < /2 and
p (A<m>> <6/2.



The proof of the stochastic convergence

Obviously
P(A) =P(AN(tm <t))+P(AN(Tm >1t)) <

gP((ngt))+P(Aﬂ(Tm>t))§§+P(Aﬂ(rm>t)):

:g+P(A(m)ﬁ(Tm>t)> §g+P(A(m)> S%Jrgv

hence the stochastic convergence holds.



Quadratic variation of square integrable martingales

Example

If M € H? then M? — [M] is a martingale

Let M (0) = 0 and let (¢,) be a localization of M? — [M]. By

Doob's inequality M? (¢,) < sup, M? (t) € L' (Q)), hence by the

Dominated Convergence Theorem

limp—eo E (M? (07)) = E (M? (00)) < o0. [M] is increasing, hence

by the Monotone Convergence Theorem

E([M] (o)) = lim E([M](c,)) = lim E([M](c,))+ lim 0=
n—odo

n—oo

= lim E([M] () + lim E (M2 (0) — [M] (7)) =
— lim (E([M] (¢2)) +E (M2 (0) — [M] (0))) =

n—oo

= lim E (M?(0,)) = E (M?(0)) < c.

n—oo



Dominated Convergence Theorem and the local
martingales

So N = M? — [M], therefore N’ has an integrable majorant,
hence by the Dominated Convergence Theorem if t > s

E(N(D) | F) = E(lim N(tAon) | F) =
= E(Jim N (1) | F) =
— lim E(N (6) | 7o) =
= lim N (s) = N (s),

so N is a martingale.



When the martingale starts from a non-zero variable

As [M — M (0)] = [M] obviously (M — M (0))> — [M] is a
martingale.

M? — [M] = (M — M (0))* — [M] — M? (0) +2M - M (0) .

As M € H? obviously the constant M? (0) € L' (Q)) is a
martingale. It is also clear that M- M (0) x (|M (0)| < n) is also a
martingale. M (0) M (t) is integrable, so by the Dominated
Convergece Theorem

E(M(1)M(0)| F) =
= lim E(M (1) M (0) x (M (0)] < n) | F) =
= lim M (s) M (0) x (|M (0)| < n) = M (s) M (0),

hence M - M (0) is a martingale, so M? — [M] is a martingale.



Quadratic co-variation of continuous local martingales

Theorem
If M and N are continuous local martingales then [M, N| is the

only continuous process with finite variation on finite intervals for
which

1. [M,N](0) =0 and

2. MN — [M, N] is a continuous local martingale.

For any infinitesimal sequence of partitions (tl((")) of [0, t]

sup | Qs (s) — [M, N] (s)| = 0

s<t



Quadratic co-variation

From Fisk's theorem the uniqueness of [M, N] is trivial, as if
MN — A and MN — B are continuous local martingales for some A
and B, then A — B is a continuous local martingale with finite
variation, so A — B is a constant. As A(0) = B (0) = 0 obviously
A= B.
1 2 2
MN = (M +N)* = (M= N)?)

so it is easy to see that the theorem above can be applied to

[M, N} = 2 ([M+ N] — [M = NJ)

ENT

in order to show that MN — [M, N] is a continuous local
martingale and that the convergence holds.



The quadratic co-variation is bilinear

Theorem
If M, N and U are continuous local martingales; ¢ and 1 are
Fo-measurable random variables then

[EM+yN, U] =¢[M,Ul+n[N,U].

MU — [M, U] and NU — [N, U] are local martingales hence

(M+ N) U — ([M, U]+ [N, U]) is also a local martingale, and by
the uniqueness property of the quadratic co-variation

[M+ N, U] = [M, U]+ [N, U]. In a similar way: MU — [M, U] is
a local martingale, ¢ is Fo-measurable, hence ¢ (MU — [M, U]) is
also a local martingale, hence again by the uniqueness property of
the quadratic co-variation [{M, N| = ¢ [M, N].



Stopping rule for the quadratic co-variation

Theorem
Let T be an arbitrary stopping time.
1. If M is a continuous local martingale then [MT] = [M]".

2. If M and N are continuous local martingales then
[MT,NT] = [M, N]" = [MT, NJ.

[M™] is the only continuous, increasing process A for which
A(0) =0 and (M7)> — A'is a continuous local martingale.
M? — [M] is a continuous local martingale, hence

(M? = [M))" = (M?)" = [M]" = (M7)” — [M]"

is a continuous local martingale, hence by the uniqueness
[M]* = [M7].



Stopping rule for the quadratic co-variation

From this
([(M+N)T] = [(M=N)T]) =

(IM -+ NI — [M — NJ) = [M, N

M NT]

e



Stopping rule for the quadratic co-variation

To prove the other relation by the linearity of the quadratic
variation one should show that

[M =M™, NT] = [M, N"] — [M", N7] = 0.

Observe that the trajectories of N7 are constant after T and the
trajectories of M — M7 are constant before T. So if for any t one
takes the approximating sums of the quadratic variation

[M — MT, NT] (t) then all the terms are zero unless

t,-(f)l <T(w) < t,-("). Therefore the quadratic variation is the limit

of maximum one term in the approximating sums. This implies
that the limit of the approximating sums is zero.



When is the quadratic variation zero?

Theorem

Let M be a continuous local martingale. M is indistinguishable
from a constant if and only if the quadratic variation [M] is zero.
If M is a constant then M? is also a constant, hence M? is a local
martingale so [M] = 0. On the other hand if [M] = 0 then

M? — [M] = M? is local martingale. The proposition follows from
the next proposition.



When is the quadratic variation zero?

Theorem
M and M? are continuous local martingales, if and only if M is a
constant.

If M is constant then M and M? are local martingales. On the
other hand

(M—M(0))*>=M?—2-M-M(0)+ M?(0).

Since M and M? are local martingales and M (0) is
Fo-measurable, (M — M (0))? is also a local martingale. Let (7,)
be a localizing sequence for (M — M (0))>.



When is the quadratic variation zero?

By the martingale property
2 2
E (M (t) =M™ (0))°) = E ((M™ (0) - M™ (0))°) =0,
hence M (t AT,) 2= M (0) for any t .Therefore

M(t) = lim M(tAT,) = M(0)

n—oo

for any t. M is continuous therefore it is indistinguishable from
M (0).



Kunita—Watanabe inequality

Theorem
If X, Y are product measurable processes, and M, N are
semimartingales, a < b < oo and V = Var ([M, N]) then

/\xvydv<\// X2d [M \// Y2d [N

We shall proof the inequality only if M and N are continuous local
martingales. For general semimartingales we do not know the
existence of the quadratic variation.




Kunita—Watanabe inequality

If X and Y are continuous local martingales then for any constants
a
[aX + Y] = 2% [X] +2a[X, Y]+ [Y]

where the two sides are equal only almost surely that is the
trajectories of the two sides are equal only outside a measure zero
set. If a is any rational number then we can unify the measure zero
set into one measure zero set and assume that the equality holds
for every rational number and for every trajectory. As we cannot
make a limit under the quadratic variation we cannot extend the
equality to all the real numbers a But still we can assume that

a® [X]+2a[X,Y]+[Y] >0

for almost all trajectories and for all rational numbers.



Kunita—Watanabe inequality

One can obviously extend this inequality to all real numbers.
Therefore using that the discriminant should be non-positive

X, ¥ < XYY

which is of course holds for almost all trajectories. Let s be
arbitrary. Applying the inequality for

X(t)=X(s+t) and Y(t)=Y(s+1)
and using that
XY ()= X Y] (0) = X, Y](s)
one can easily show that

(xvf2

fz t2
f1 t1




Kunita—Watanabe inequality

Of course the inequality holds only almost surely. Hence it is still
almost surely true for every rational intervals. As the trajectories
are continuous one can assume that t; and t, are arbitrary
number. Now fix an outcome and denote the trajectories of
[X,Y], [X] and of [Y] by f,g and h. So it t; < ty then

F(82) = £ (11)] < /& (t2) — & (1)y/h () = B (1),



Kunita—Watanabe inequality

Let u = Var (f) + g + h and let v, = a’g + 2af + h. It is trivial
to show from the above inequality that if t; < t; then

Va (t2) —Va (tl) = 32 (g (t2) — & (t1)> +
+2a(f (k) —f (1)) +
—|—h(t2) —h(tl)

is non-negative, the discriminant is non-positive, so v, increasing
for every a. Hence as f, g, h,v, < u

Ogdva:azdg _df  dh
du du dy  dp

holds almost surely with respect to u.



Kunita—Watanabe inequality

Unifying the measure zero sets one can assume that it is true for
every rational number a. Hence again

df | [dg [dh
du| =\ du\ du

almost everywhere with respect to .



Kunita—Watanabe inequality

Now for any Borel measurable function u and v using that
f.e. h<u

’/ |uv]df‘
0

© df © |df
Ll < D lau <
’/0 |uv| d‘udy‘ _/0 luv| d‘u’d‘u <

Js \/j?\/;j»hdué
W 2% W 9 g =
_ ¢A ﬁ@¢£ V2 dh

which is just the Kunita—Watanabe inequality.

IN

IA




Kunita—Watanabe inequality

Corollary
Ifq p>1and1/p+1/q, then

</ |XY!dMN> /X2d H H\// Y2d [N

By Holder's inequality

E</0°°|XY|d[M,N]) < E<\//OOX2d[I\/I]\//OOY2d[N]>§

X2d

Y2d

IN

q



A négyzetesen integralhaté martingdlok normdja

Jelslje H? a folytonos, négyzetesen integralhaté martingdlok terét.
Jelolje H3 az olyan elemeket H2-bdl, amelyek a nulla id8pontban
nulla értéket vesznek fel.

Theorem
Ha M € HZ, akkor

Ml = \JE (M2 (e0)) = \JE ([M] (e0)) =

iml()

Az M? — [M] martingdl tulajdonsiga és az M (0) = 0 miatt

2

E (M2 () — [M] (0)) = E (M? (0) — [M] (0)) = 0.

Mivel E (M? (00)) < o0 és E ([M] (00)) < oo az integralok
szétszedhet6k, igy

1M][32 = E (M (00)) = E ([M] (e0)).



Doléans-mérték

Definition
Legyen M folytonos lokalis martingdl. Tetszbleges szorzatmérhetd

e an (B) = E ( | e [M]) .

ap az M Doléans-mértéke. Jelslie £2 (M) az (Ry x O, R, apm)
mértéktéren négyzetesen integrdlhatd, progressziven mérhetd
fiiggvények ekvivalenciaosztalyaibél all6 teret. Az L2 (M)
Hilbert-térben a normat ||-||,, médon fogjuk jelslni.

A definiciébdl vilagos, hogy X € £2 (M) pontosan akkor, ha

E (J,” X?d [M]) < co. Ebb8| kévetkezéen majdnem minden
trajektériagra X (w) eleme az L2 (R, [M] (w)) mértéktérnek. Ha
M € ‘H?, akkor majdnem minden kimenetelre az [M] (w) mérték
véges. llyenkor az X (w) integralhat6 az egész R, félegyenesen.
Ha M lokalis martingdl, akkor az X (w) minden véges szakaszon
integrédlhatd, igy az X e [M] értelmes.



A Wiener-folyamatok Doléans-mértéke

Example
A Wiener-folyamat esete.
A Wiener-folyamat kvadratikus varidcidja a [0, t] szakaszon t, ezért

egy [0, T] szakaszon || X||2, = E (fOT X2 (s) ds) . Specidlisan, ha
T < oo, akkor w € L2 (w), ugyanis a Fubini-tétel szerint

HWHEV:E(/OTWQ(s)dS) :/OTE(WQ(S))dSZ/OTst<OO.



A fotétel

Theorem

Ha M folytonos lokdlis martingal, X € L2 (M), akkor létezik,
mégpedig egyetlen, olyan X ¢ M mddon jelslt H(Q) -beli elem,
amelyre minden N € H? esetén érvényes az

[X oM, N] = Xe[MN]

dgynevezett polaritdsi szabaly.

Ha az X e M folyamatot fot XdM médon jeloljiik, akkor a polaritasi

szabdly
t t
[/ XdM,N} :/ Xd [M, N]
0 0

médon irhaté. A bizonyitds tobb részbdl all. Egyrészt be kell 1atni,
hogy a definicié értelmes, mdsrészt egyértelmii, harmadrészt
teljesiil a polaritdsi szabdly.



Egyértelmiiség

Az egyértelmiiséget kdnnyen igazolhatjuk. Ha /1 és I két a
polaritdsi szabdlynak eleget tevd H%—beli elem, akkor minden
N € H?-re

[h,N] =X e[M,N] = [h, N,

amibdl tetszbleges N € H?-re [h — kh, N] = 0. Specialisan
h—he H% C H?, ezért

[h—h,h —h]=[h—hk]=0.

Felhasznélva, hogy h — h € H3, h — b =0, amibél h = k.



Kunita—Watanabe egyenl6tlenség hasznalata

Ratérve a létezés igazoldsdra tegyiik fel, hogy N € H(Z,. A
Kunita—Watanabe-egyenlStlenség és a H? normajanak kvadratikus

varidciéval valé képlete szerint
[ee]
L
0

‘E</000Xd[I\/I,N])‘ < H\//Ooo)@d[l\/l]

Xl € ([ o)) =
= Xy y/E (V] (00)) = X W]

2

[le



Linedris funkciondlok reprezentacios tétele

Ez alapjan az

NHE</OOOXd[M,N]>

a ‘H3 Hilbert-téren értelmezett folytonos linedris funkciondl, tehat
van olyan X ¢ M € H3 , hogy

E(/wac/[/vz,/v]> — (X o M, N) = E ((X o M) (00) N (c0)).



Megallasi opciokrdl szolé tétel alkalmazéasa

A bizonyitds érdemi része annak beldtdsa, hogy teljesiil a polaritasi
azonossag. Ha T tetszbleges megallasi id6, akkor mivel

XeoMe Hg, és a H% elemei egyenletesen integrdlhatdak, ezért a
megalldsi opcidkrdl sz4l6 tétel alapjdn

(X eM) (1) = E((X ®M)(c0) | Fr),

amit N (T)-val megszorozva, és mind a két oldal varhaté értékét
véve:

E((XeM)(7)-N (7)) = E(E((X e M) (c0) | F2)- N (7))



A megallitasi szabaly haszndlata

A teljes varhatd érték tétel szerint tovabb szamolva

E((X°M)() (1)) = E(E((X e M) (o) N (1) | F=))
E ((X @ M) (c0) N (7)) = E((X @ M) (c0) N (c0))

:E< XdMNT> ( MN)E&/XdMM)



A progressziven valé mérhetdség kihasznaldsa

Tekintsiik az
S(t) = (X o M) (£) N (1) —/Oth[M,N]

folyamatot. S (0) = 0. Vegyiik észre, hogy az S adaptalt, ugyanis
az (X ¢ M) N két adaptalt fiiggvény szorzata, az fot Xd [M, N]
fliggvény pedig adaptilt, ugyanis az X progressziven mérhetd. Az
[M, N] folyamat folytonos, tehat az fot Xd [M, N] integral a t
hatar olyan folytonos fiiggvénye, amely a
Kunita—Watanabe-egyenl6tlenség szerint majdnem minden
kimenetelre véges.



A martingdl megmaradasi tétel haszndlata

Az S folytonos, adaptalt és tetszbleges T megillasi idével az
eléz6ek miatt

E(S(T))éE((Xo/\/I)(T)N(T))—E</0TX[M,N]> — 0= E(5(0))

ezért az S martingal. Igy a négyzetes keresztvariacié
karakterizaciGja alapjan X e [M, N| éppen az X ¢ M és az N
keresztvaridcidja, vagyis

[XeM, N =Xe[MN],

ami éppen a polaritdsi szabaly!



A kezdbpontra vonatkozé feltétel elejtése

—~

Végezetiil, ha N € H?, akkor, N — N 0) € 'HO tehat

0) +N(0)] =
0)] + [Xo M, N (0)] =
0)] +

[XeM N = [XeM,N—-N
= [XeM,N—N
= Xe[M,N—N

~—~~ —~



A sztochasztikus integral linedris

Theorem
Az X o M bilinedris, vagyis

Xe ((XlMl —|—0€2M2) = (XO Ml) + o (X ° M2>
és
(061X1 —i—ngXg) oM =un, (Xl ° M) + ay (X2 ° M)

feltéve, hogy az dsszes kifejezés értelmes. Ha az egyenléségben
szereplé hdrom tagbdl kettd értelmes, akkor értelmes a harmadik is.



Bizonyitas

Ha X € £2 (My) N L2 (My), akkor

E(/OOOX2d[M1])<oo & (/ X2d MQ)

Elemi megfontolasokbol [M; + My] < 2 ([My] + [M2]), amibél

E </0°°X2d[/w1+/w2]> <
<2E </000X2dw1]> + 2E (/OOOX%[MQD < o0,

vagyis X € L2 (My + M) .



Bizonyitas

A trajektérianként vald integralds linearitdsa és a kvadratikus
keresztvaridcioé bilinearitdsa alapjan

(X o (asMy +aoMy), N = Xe[(azMy +asMy),N| =
= X o (ar[M, N]+as[Ma, N]) =
= w X o[My, N+ arX e [My, N] =
= [ X oM +arX eM,N|,

amibdl az integral linearitdsa evidens. A mdsodik sor az

(X1 +aXo) e M, N] = (a1 Xy +apXp) o [M, N] =
= w Xy o [M,N]+aX;e[M, N|

miatt evidens. Az integrdlhatdsagra vonatkozé megjegyzés azonnal
kovetkezik az £2 (M) tér linearitasabdl.



Elemi folyamatok integralja

Definition
Az X elemi folyamat, ha

n
X =Y &x((tion )
i=1
ahol az ¢; ugrasok F;, | mérhetbek és a t; pontok szdma véges.

Theorem
Ha X korlatos elemi folyamat, M & H?2, akkor

/Xdl\/l (X oM 25, (EAE) = Mty At)).



Bizonyitas

Az integral linearitdsat kihaszndlva elég kiszamolni az
X =¢x ((a, b]) alaki folyamatok integraljat. A kiemelési szabaly
segitségével lathatd, hogy a

E(M(bAE)—M(ant) =& (MP(e)— M (1)) =g U(t)
H2-martingal. Az UN — [U, N] lokdlis martingdl, igy felhasznélva a
¢ mérhetdségére tett feltételt, illetve, hogy az a el6tt a kifejezés

nulla a UN — ¢ [U, N] is lokalis martingdl, tehat

U, N] = [g(/\//b—/v/a),N] = E[U, N] ég[/\//b—/vla,/v}.



Bizonyitas

Ezt felhaszndlva

[Xol\/l, N]

¢ (-

(] - o)
— [M, N)?
¢x((a b])e

(M. m)"

). ] =

(M. N

e [m -

>:

:X.[M,N].



Asszociativitdsi szabaly trajektérianként vett integrdlokra

Theorem
Ha v egy (elbjeles) mérték és

y(B)é:éfM/é(foW(B)

értelmes, akkor az [, gdu pontosan akkor értelmes, ha az [, fgdv

értelmes és ilyenkor
MV:/ di.
| gfdv = [ edn



Asszociativitdsi szabaly trajektérianként vett integrdlokra

Legyen v > 0. Ha B mérhetd, és u ( fB fdv, f > 0, akkor

/)(de ;4 /fdv—/Xdev

Ebbdl az integrdl linearitdsa és a monoton konvergencia tétel miatt
tetszbleges, g > 0 mérhetd fiiggvényre

/ gdy = / gfdv,
X X

ahol a két oldal egyszerre véges, vagy végtelen. Ebbdl az allitas
evidens, ha UX gd;l| < 00,



Asszociativitasi szabdly trajektérianként vett integrédlokra

Ha a fx gdu értelmes, akkor mondjuk a g™ integralja véges és igy

/(gf)+dV:/g+fdv:/g+d;4<oo.
X X X

vagyis ilyenkor a masik oldal is értelmes, illetve megforditva, és az
egyenléség igaz véges és végtelen integralokra. Ha az f el6jeles,
akkor = u™ — u~, ahol y* = f* ev. llyenkor a g™ integrdlja
csak akkor lehet véges, haa g™ f™ és a g™ f~ integralja a v szerint
véges, ami éppen azt jelenti, hogy a g™ f integralja véges a v
szerint, illetve nyilvdan megforditva. fX gdu = oo, pontosan akkor,
ha a fx gid],tjE integralok koziil legaldbb az egyik +o0, a

fx gid‘u$ integralok pedig végesek. Az fx fgdv pontosan akkor
400, ha az (fg)" = ftgt + f~g~ integralja végtelen az

(fg)” =fg" + fTg integrélja véges, ez pedig ekvivalens az
elézbvel.



Asszociativitasi szabdly trajektérianként vett integrédlokra

Example

Ha X € £2 (M), akkor X% e [M] = X o (X o [M]).

Mivel X € £2 (M), ezért majdnem minden kimenetelre az X
trajektoridja integralhaté az [M] megfeleld trajektéridja altal
generdlt mértékre nézve. Véges szakaszok mértéke az [M)] szerint
véges, igy minden szakaszon az X trajektdridi integrdlhatéak az
[M] megfeleld trajektriai szerint definialt mértékre nézve. igy ha
v =[M](w), akkor a y = X (w) ® [M] (w) minden véges
szakaszon értelmes és mivel az X2 (w) integrdlhaté a v-re nézve
ezért a véges szakaszokon az X (w) integrélhat6 a pi-re nézve és
érvényes az aszociativitdsi szabdly.



[t6-izometria

Theorem
Ha M € 'H?, akkor az X — X @ M leképezés L? (M) — H3

izometria, vagyis

E ((x. M)? (oo)) = |XeM|3. = ||X|3 =E </0°° x2d[M]> .



Bizonyitas

Az integral konstrukcidja, illetve az X @ M € H? szerint

X e M|, = (XeMXeM)=E([XeMXeM(x)) =
:E</000Xd[M,XoI\/I]) :E</00°Xd(Xo[I\/I,I\/I])> _

:E</0°°X2d[/w]> =

Vegyiik észre, hogy az X @ (X @ [M]) = X? e [M] egyenl8ség éppen
a trajektéridnként vett asszociativitdsi szabaly. (Az az eset, amikor
az integralok végesek, ugyanis az X2e.[M] az X € £2 (M) miatt
majdnem mindenhol véges.)

Xy -




Megjegyzés

A sztochasztikus integralds elméletének szamos felépitése ismert.
A legtermészetesebb az It6-izometridra épiil. Elészor az elemi
folyamatok integrdljat definidljuk, majd a martingaltulajdonsag
segitségével elemi szdmoldssal beldtjuk az Ité-izometriat.
Kovetkezd 1épésként az izometria segitségével az integralt
kiterjesztjiik az elemi folyamatok lezdrtjdra. Az Ité-izometridra
éplilé felépités, bar igen szemléletes, valamivel nehezebb mint az
itt targyalt felépités. A nehézség abban all, hogy nem vilagos, hogy
milyen folyamatokra lehet az integralt definidlni, vagyis milyen
folyamatok &llnak el elemi folyamatok £2? (M)-hatarértékeként.



Example
Az fol wdw valtozé szérasa 1//2.
A [0, 1] szakaszon

||W||i/£E(/01W2d[W]> :/OIE(W2(5))d5:/Olsds:;<oo,

igy w € L2 (w) és az integral definiciéja értelmes. Az
integralfliggvény martingal, ezért a varhaté értéke nulla. Az
Ité-izometria és a Fubini-tétel szerint

: ((/0 wdw)2> — wliz = 5

amibél a keresett széras 1/+/2.



Asszociativitdsi szabaly

Theorem
Ha X € L2 (M), akkor Y € L% (X e M) pontosan akkor, ha
XY € L2 (M) és ilyenkor

(YX)oeM=Ye(XoM).



Az asszociativitasi szabdly igazoldsa sztochasztikus
integrdlokra
A sztochasztikus integral konstrukcidja szerint, felhaszndlva, hogy
az asszociativitasi szabdly trajektériankénti integralokra teljesiil
[XoeM] = [XeM, XeM|=Xe[M XeM|=
= Xe(Xe[MM])=Xe[M
ugyanis véges integralok vannak mindenhol.. Ha Y € L2 (X e M),

akkor felhaszndlva, nem negativ fiiggvényekre a trajektdridnkénti
asszociativitdsi szabdlyt.

o > E</OOOY2d[XoI\/I]>:E</OOOY2d/OSX2d[/\/I]>:
- E</0°°Y2X2d[/w]>,

vagyis YX € L2 (M) . Az egyenléséget forditva olvasva az
XY € L2 (M) implikilja az Y € £2? (X @ M)-et.



Bizonyitas

A Kunita—Watanabe-egyenlbtlenség miatt

/OXdMN \// X2d [M \//

igy ha X € £2 (M), akkor az X majdnem minden kimenetelre
[M, N] integralhaté, igy alabb alkalmazhaté az aszociatvitdsi

szabaly.

[(YX)eM,N] = (YX)o[M,N]=Ye(Xe[MN]) =
= Ye[XeMN|=[Ye(XeM),N|.

A sztochasztikus integral egyértelmiisége alapjan

(YX)oeM=Ye(XoM).



Megallitasi szabaly

Theorem
Ha T megalldsi id6, akkor

XeM' = (x([0,t])X)e M= (XeM)".



Bizonyitdas

[(XeM)",N] = [(XeM) N =
= (Xe[M,N])"=Xe[MN|" =
= Xe[M' N]=[XeM N,

kovetkezésképpen az egyértelmiiség miatt

(X.M)T:X.MT.



Bizonyitas

Hasonléan, ha N € H? tetszbleges, akkor

[X e MT, N Xeo[M",N]=Xe[MN|" =
(x ([0.7]) X) o [M. N] =

[(x ([0, 7]) X) e M, NT,

amibél
X o M7= (x(10,7]) X) o M.



Lokdlisan négyzetesen integrdlhaté integrandusok

Definition

Legyen M folytonos, lokalis martingal. Az £ _(M) téren az olyan
X progressziven mérhetd folyamatok halmazat értjiik, amelyekhez
az M-nek van olyan (t,) H?-lokalizaciés sorozata, hogy minden

n-re X € L2 (M™), vagyis

e () ara) ~e ([ xamm) -
—e(["xaim) —e( [ x([o,rnnxzd[w) -

= 0,7,]) X?day < oo.
00y X ([0:Ta) Xoddy < o0



Lokdlisan négyzetesen integrdlhaté integrandusok

Theorem
Ha az M folytonos lokalis martingal, akkor X € L2 (M) pontosan

loc
akkor, ha az X? e [M] véges majdnem minden kimenetelre.

Ha az M folytonos, akkor az [M] is folytonos. igy ha az
Y = X2 o [M] véges, akkor a

T, =inf{t| Y (t) > n}
alkalmas lokalizaciés sorozat, ugyanis | Y| < n, tehat
T
E (/ X2d[l\/l]> —E(Y (t1)) < n < oo,
0
A forditott irdny evidens, ugyanis a feltétel miatt minden n-re az

Y™ majdnem minden kimenetelre véges és a nullmértékii
halmazok egyesithet6ek.



Lokdlisan négyzetesen integrdlhaté integrandusok

A lokalis martingdl szerinti sztochasztikus integraltdl elvarjuk, hogy
lokdlis martingal legyen, igy ha az X ¢ M létezik, akkor a
kvadratikus varidcidja véges, vagyis, ha érvényes a ploaritdsi
szabaly, akkor

(X e M] = X? e [M] < oo,

igy folytonos integrator esetén az £ _(M).a maximdlis tér, amely
elemeit integralni tudjuk.

Example

Ha M folytonos, akkor minden folytonos adaptdlt folyamat eleme

az L2 _ (M) térnek. Altalaban minden lokalisan korlatos,

progressziveb mérhetd folyamat eleme az £2_(M)-nek.



Lokdlis martingdlok szerinti integral létezése

Theorem
Ha M folytonos lokalis martingal, akkor tetszbleges X € L3, (M)
folyamathoz létezik, mégpedig egyetlen olyan X @ M mddon jeldlt,

1. a nulla pontban nulla értéket felvevd, folytonos lokdlis
martingdl, amelyre

2. minden N folytonos lokdlis martingdlra érvényes az
[X e M,N] = X e [M,N]

szabdly.



Lokdlis martingdlok szerinti integral létezése

Legyen X € L: (M) és M™ € H? és X € L2 (M™) . Tekintsiik
az I, = X @ M™ integrélokat. Az I,41 a [0, T,] szakaszon
megegyezik az

I

= (X MTn+1) =Xe (MTn+1) =Xe MTn — I

folyamattal, vagyis a X @ M integrdl egyértelmiien definidlhaté ha
értékét a [0, T,,| szakaszon az I,-nel értelmezziik. Az X @ M a nulla
idépontban biztosan eltiinik és folytonos. Trividlisan

(XeM)™" = (XeM™")" =XeM™.

X o M H?-martingal igy az X @ M lokalis négyzetesen
integralhaté martingal.



A polaritdsi szabdly és egyértelmiiség

A kvadratikus varidciéra vonatkozé megallitdsi szabdly szerint

[X.MYN]T,, _ [(X.M)Tn',vrn] L
o [X.MT,,,NT,,] :X.[an,NTn] —
= Xeo[MN|™=(Xe[MN])™,

amibdl a szabdly evidens. A polarizdsi szabdly, miként a
négyzetesen integrdlhatd esetben, egyértelmiien definidlja az X ¢ M
integralt ugyanis, ha egy masik Z lokdlis martingdlra is

[Z,N] = X o [M, N], akkor [Z — X ¢ M, N| = 0, amit az

Z — X « M = N esetén alkalmazva [Z — X @ M| = 0, amibdl
Z=XeM.



Theorem
Tetszbleges M folytonos lokalis martingdl és X € L ,OC( ) esetén
érvényesek a kévetkezo integraldsi szabadlyok:

1. Tetszbleges T megdlldsi idére
(XeM)" =x([0,T)XeM=X"eM =XeM".

2. Ha X € E,OC( ) akkor Y € L3 (X ® M) pontosan akkor, ha
XY € L3 (M) és ilyenkor

(YX)oeM=Ye(XeoM).
3. Az X e M bilinedris, vagyis

Xe (0(1/\/]1 —1—062/\/]2) = (XO Ml) + ao (XO Mz)

(leXl +0¢2X2) o M=y (Xl . M) —+ ao (X2 ° M) .



Az asszociativitasi szabdly igazoldsa

Legyen (T,) az M és az X @ M kozds lokalizaciés sorozata. Az
Y € L2 _(X e M) tartalmazasbél evidens médon

loc
YeL2((XeM)™)=L*(XeM™).
igy a mar beltott alakbdl

(Yo(XoM)™ = Ye(XeM)"=Ye(XeMr)=
= YXeM™ = (YXeM)™,

amibdl az asszociativitdsi szabdly evidens.
A linearitds indokldsa analdg.



A lokalisan négyzetesen integralhaté folyamatok jellemzése

Corollary
Az L2 (M) tér pontosan azokbdl a progressziven mérheté

folyamatokbdl 4all, amelyekre minden t-re

/Otx2d[/w] = (X2 o [M]) (t) < co.



Szemimartingalok

Definition

Az X folyamatot szemimartingdlnak mondjuk, ha

X =X (0)+ L+ V, ahol az L lokélis martingal a V' adaptilt,
korlatos valtozasu folyamat. Ha az L és a V folytonos, akkor
folytonos szemimartingalrdl beszéliink.

Fisk tétele miatt a folytonos szemimartingdlok felbontdsa
egyértelmii. Ez a folytonossag nélkiil nem igaz. A legegyszeriibb
példa a Poisson-folyamat, amelyre a

m(t)=m(t)+0=(m(t)—At)+ At

két kiilonboz8 felbontds.



Szemimartingalok szerinti integralds

Az integral definiciéjat értelemszeriien kiterjeszthetjiik folytonos
szemimartingdlokra:

Definition

Legyen X = X (0) 4+ L + V folytonos szemimartingdl. Ha valamely

Y folyamatra az Y e L és az Y e V integrdlok értelmesek, akkor az
Y folyamat X szerinti sztochasztikus integraljan az

YeX=YelL+YeoV

Osszeget értjiik. Folytonos szemimartingdlok felbontdsa
egyértelmii, igy az integrdl definicidja is egyértelmii.



Majoralt konvergencia tétele sztochasztikus integralokra

Theorem

Legyen X folytonos szemimartingdl. Tegyiik fel, hogy (Y;)
progressziven mérheté folyamatok olyan sorozata, amelyre az Y,
minden pontban valamely Y folyamathoz tart. Ha van olyan az X
szerint integrdlhato Y folyamat, amelyre |Y,| <Y, akkor

Y, e X — Yo ® X, ahol a konvergencia sztochasztikus
konvergenciaban minden kompakt intervallumon egyenletesen,
vagyis

sup |(Yn e X) (s) — (Yo X) (s)| 20, t>0.

s<t

Az dllitast elég kiilon-kiilon az X korlatos valtozdsu és lokalis
martingal részére beldtni. Az integrdl linearitdsa miatt elegendd
beldtni az allitast akkor, ha Y, = 0.



Bizonyitas a korlatos valtozasu részre

Elészor tegyiik fel, hogy az X korlatos valtozasi. Mivel |Y,| <Y,
ezért tetszéleges w-ra és [0, t] intervallumra az Y, (w) trajektéria
a [0, t] szakaszon integralhaté. Trajektéridnként alkalmazva a
Lebesgue-féle majoralt konvergencia tételt minden s < t felsd
hatdrra

s t
‘/ YndX‘ g/ 1Y,| dVar (X) — 0,
0 0

tehat az integrdl trajektérianként, a fels6 hatdr szerint
egyenletesen, nulldhoz tart. A pontonkénti konvergencidbdl
kovetkezik a sztochasztikus konvergencia, igy az éllitasban szerepld
konvergencia teljesiil.



Bizonyitas a lokdlis martingal részre

Legyen X lokdlis martingal. Az Y a feltétel szerint az X szerint
integralhatd, tehat Y € L2 _(X) .Legyen T olyan megillasi idd,

loc

amelyre X € H? és Y € L2 (M) . Ha Y € L% (MT), akkor az
Yol <Y miatt Y, € L2 (MT), igy az Y, — 0 miatt a majoralt
konvergencia tétel felhaszndldsaval

Iallir = E</00o Y,?d[XT]> :E</O°° Y,fd[X]T> =
— ([“x(o.1) valx) -0

tehat az £2 (X7) térben Y, — 0.



Bizonyitas a lokdlis martingal részre

Legyen (T,) az X integrandus H?-lokaliziciés sorozata. Legyen
€,0 > 0 és jelolje o az egyik olyan T, megdllasi id6, amelyre
P(t, <t) <4.A|[0,0] véletlen intervallumon az Y, e X
megegyezik az Y, ® XV folyamattal, vagyis ha s < o (w), akkor

(Yoo X)(s,w)=(Y,0X)(s,w).
Ha A = {sup,<.|Y,® X|(s) > €}, akkor

P(A) = P(

(c<t)NA)+P((c>t)NA) <
< P(o

o<t
<t)+P((c>t)NA) <s+P(A)

ahol A, az A-val analég médon képzett halmaz, vagyis ahol az
Y, ® X, helyett az Y, @ X7 folyamat van.



Bizonyitas a lokdlis martingal részre

Mivel az £2 (X7) topolégidban Y, — 0, és mivel a Z +— Z & X°
izometria, ezért a H3-ban Y, ¢ X7 — 0. A Doob-egyenl&tlenség
szerint

E <<p Yy 0 X7 <s>)2> < 4(B (Va0 X% ())?) =

s<oo

= 4| Y, e X5, — 0.

A Markov-egyenl6tlenség szerint az L?-konvergenciabdl kdvetkezik
a sztochasztikus konvergencia, ezért

P(A;) =P (sup 1Y, X| (s) > s) — 0.

s<T



Lokalisan korlatos folyamatok

Definition

Egy X folyamatot lokélisan korlatosnak mondunk, ha az X — X (0)
rendelkezik olyan lokalizaciés sorozattal, amelyre nézve az

(X — X (0))™ egyenletesen korltos.

Ha egy X folyamat lokalisan korldtos és progressziven mérhetd és
az M egy folytonos lokalis martingdl, akkor van olyan (t,)
lokalizaciés sorozat, hogy az (X — X (0))™ és az [M™] is korl4tos,
igy X € L2_ (M), vagyis az X @ M létezik.

loc



Balrdl regularis folyamatok és a lokdlis korldtossag

Theorem

Minden balrdl reguldris folyamat lokdlisan korldtos, igy minden
balrol reguldris, adaptalt folyamat integrdlhato tetszdleges
folytonos szemimartingdl esetén.

Feltehetd, hogy X (0) = 0. Legyen
T, =inf{t:|X(t)| > n}.

A balrél valé folytonossdg miatt | X™| < n, ugyanis ha a T,
idépontban nem teljesiilne, akkor a balrdl valé folytonossdg miatt a
T, csokkenthetd lenne. A jobb oldali hatarérték létezése miatt

T, /" 00, ugyanis ellenkezd esetben a (T,) véges torlédasi
pontjdban nem létezhetne a jobb oldali hatarérték. Trividlisan
minden lokdlisan korldtos folyamatra és tetszblges M lokalis
martingalra az X? e [M] folyamat véges, igy X € L2 (M), igy az
M feltételezett folytonossdga miatt az X integrdlhatd.



Balrdl regularis folyamatok integralhatésaga

Theorem

Ha X lokdlisan korlatos, adaptalt és reguldris, akkor az

X*(t) =sup{|X (s)| : s < t} folyamat is lokdlisan korlatos és
ezért tetszbleges M lokdlis martingdl esetén integrdlhato.

Az Y regularis, ezért a szuprémumot elég a racionalis koordinatdju
pontokban venni, igy az X* progressziven mérheté. Ha X lokalisan
korlatos, akkor trividlisan ugyan avval a (7,) lokalizaciés sorozattal
az X* is lokdlisan korlatos.



A két integrélfogalom balrél regularis fliggvényekre azonos

Theorem
Ha X folytonos szemimartingal, Y balrél-reguldris, adaptalt
folyamat, akkor az Y e X integral el6dll It6—Stieltjes-tipust kézelitd
Osszegek hatdrértékeként, ahol a konvergencia sztochasztikusan a
véges szakaszokon egyenletes.
Legyek ( £
=Y, Y (tk 1) X (tlgn_)l, tlgn)}. Az Y balrdl folytonos, ezért
pontonként Y(") — Y. Vegyiik a K (t) = sups; | Y (s)|
folyamatot. és mivel ’Y(”)

) egy infinitezimadlis particié és

tétel szerint
Y(NeX > YeX,

ahol a konvergencia sztochasztikusan a véges szakaszokon
egyenletes.
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