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Lévy�Hincsin formula

A X folyamat Lévy-folyamat, ha

De�nition
1 X (0) = 0,
2 az X független és stacionárius növekmény½u, és
3 a trajektóriák jobbról regulárisak, vagyis jobbról folytonosak, és
minden id½opontban van bal oldali határértékük.

Ha X Lévy-folyamat, akkor az X (1) eloszlása korlátlanul osztható, ugyanis

X (1) =
n

∑
k=1

�
X
�
k
n

�
� X

�
k � 1
n

��
és az X (k/n)� X ((k � 1) /n) változók függetlenek és azonos
eloszlásúak. És megfordítva minden korlátlanul osztható eloszláshoz van
olyan Lévy-folyamat, ahol az X (1) eloszlása éppen az adott eloszlás.
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Lévy�Hincsin formula

Theorem
Az R-en értelmezett F eloszlás pontosan akkor korlátlanul osztható, ha
létezik az R-en olyan ν nem negatív, σ-véges mérték, hogy az F ϕ
karakterisztikus függvénye

ϕ (u) = exp
�
iγu � σ2u2

2
+
Z

Rnf0g

�
exp (iux)� 1� iux

1+ x2

�
dν (x)

�
módon írható. A (γ, σ, ν) hármast az F , illetve a hozzá tartozó
Lévy-folyamat karakterisztikáinak hívjuk. Az x/

�
1+ x2

�
helyébe írható

például az xχ (jx j < 1) csonkoló függvény is. Ilyenkor a γ más, de a σ és
a ν nem változik.
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Lévy�Hincsin formula

A ν spektrál mértékr½ol egyedül aZ
Rnf0g

min
�
x2, 1

�
dν (x) < ∞

tulajdonságot tudjuk, így a kitev½oben lev½o integrál mindig létezik. A
xχ (jx j < 1) csonkoló függvénnyel az exponenciális függvény sorfejtése
alapján jól látszik, hogy az origó körül az integrál mindig konvergens,
ugyanis ilyenkor a magfüggvény az origó körül

exp (iux)� 1� iux = (iux)2

2!
+
(iux)3

3!
+ . . . = (iux)2 O (1)

A végtelenben az integrál konvergál, mert az integrandus korlátos.
Általában a gondot az origó körüli tartomány jelenti. Az origó körüli
tartomány a sok kis ugrást írja le. (Nagy ugrás alatt egy �x, általában
c = 1 nél nagyobb abszolút érték½u ugrásokat értünk.)
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Lévy�Hincsin formula

Example
Szimmetrikus stabil eloszláson azokat az eloszlásokat értjük, amelyek
karakterisztikus függvénye valamely c > 0 konstanssal

ϕ (u) = exp
�
�c jujα

�
.0 < α � 2.

Ilyenkor ha 0 < α < 2, akkor

ν ((x ,∞)) =
d1
xα
, x > 0. ν ((�∞, x)) =

d2
(�x)α , x > 0.

Mivel α < 2, ezértZ 1

0
x2dν (x) = α

Z 1

0+
x2

1
xα+1 dx = α

Z 1

0+
x1�αdx < ∞

Mivel α > 0Z ∞

1
1dν (x) = α

Z ∞

1
x�(α+1)dx =

α

α+ 1

�
x�α

�∞
1 < ∞.
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Miért van a korrekciós tag?
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Miért van a korrekciós tag?
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Miért van a korrekciós tag?

Example
Variance gamma

N
�

θX , σ
p
X
�
,

ahol

X = Gamma
�
1
ν
,
1
ν

�
.

A spektrálmérték

ν (dx) =
�
C exp (M1x) n (�x) ha x < 0
C exp (�M2x) nx ha x > 0

.

IlyenkorZ 1

0+
xdν (x) =

Z 1

0+
xC exp (�M2x) nxdx =

Z 1

0
C exp (�M2x) dx < ∞.
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Miért van a korrekciós tag?

Legyen Λ egy Borel-halmaz, 0 /2 cl (Λ)

τ1 (ω) $ inf ft : ∆X (t,ω) 2 Λg .

Mivel a trajektóriák jobbról regulárisak, és 0 /2 cl (Λ) , ezért 0 < τ1 � ∞.
Megmutatjuk, hogy a τ1 eloszlásfüggvénye kielégíti a Cauchy-egyenletet.
A Cauchy-egyenlet megoldásai, vagy az azonosan 0, vagy az azonosan 1,
vagy egy alkalmas λ-val vett exponenciális függvény. Az azonosan 1
lehetelen, mert akkor τ1 � 0. Az azonosan 0 a τ1 � ∞ esetnek felel meg.
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Miért van a korrekciós tag?

P (τ1 > t1 + t2) =
= P (∆X (u) /2 Λ, u 2 (0, t1 + t2]) =

= P (∆X (u) /2 Λ, u 2 (0, t1]) �P (∆X (u) /2 Λ, u 2 (t1, t1 + t2]) =
= P (∆X (u) /2 Λ, u 2 (0, t1]) �P (∆X (u) /2 Λ, u 2 (0, t2]) =

= P (τ1 > t1) �P (τ1 > t2) .
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Miért van a korrekciós tag?

Az er½os Markov-tulajdonság miatt az

X � (t) $ X (τ1 + t)� X (τ1)
újraindított folyamat valószín½uségszámítási szempontból azonos az
eredetivel, és független az Fk -tól. így a

τ2 $ inf ft : ∆X � (t) 2 Λg

eloszlása azonos a τ1-e és független t½ole. Így a τk � ∞ esett½ol eltekitve a
τk mindegyike exponenciális, így a σk $ ∑k

l=1 τk Poisson-folyamatot alkot:

NΛ (t) $ ∑
0<s�t

χΛ (∆X (s)) =
∞

∑
n=1

χ fσn � tg
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Miért van a korrekciós tag?

A Poisson-folyamat karakterisztikus függvénye

ϕt (u) = E (exp (uiN (t))) =
∞

∑
n=0

exp (iku)
(λt)k

k !
exp (�λt) =

=
∞

∑
n=0

(λt exp (iu))k

k !
exp (�λt) = exp (λt (exp (iu)� 1))
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Miért van a korrekciós tag?

Legyen

JΛ (t,ω) $ ∑
0<s�t

∆X (s,ω) χΛ (∆X (s,ω)) =

=
NΛ(t)

∑
n=1

∆X (σn) =
∞

∑
n=1

∆X (σn) χ fσn � tg .

A sz½urt ugrásokból álló összetett Poisson-folyamat, ugyanis belátható,
hogy a ∆X (σn) $ X (σn)� X (σn�) független a σn-t½ol.

ϕt (u) $ E
�
exp

�
iu � JΛ (t)

��
= exp

�
λt
�Z

R
(exp (iux)� 1) dF (x)

��
,

ahol F (x) az ugrások közös eloszlásfüggvénye.
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Miért van a korrekciós tag?

A függetlenség miatt
:

ϕt (u) =
∞

∑
n=0

E

 
exp

 
iu �

n

∑
k=1

∆X (σk )

!!
(λt)n

n!
exp (�λt) =

=
∞

∑
n=0

�Z
R
exp (iux) dF (x)

�n (λt)n
n!

exp (�λt) =

= exp
�

λt
�Z

R
(exp (iux)� 1) dF (x)

��
.
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Miért van a korrekciós tag?

Lemma

Ha X Lévy-folyamat és 0 /2 cl (Λ) , akkor az X � JΛ és a JΛ folyamatok
függetlenek.

Ha most Rn f0g = [nΛn, akkor az X folyamat ugró része felbontható,
JΛn összetett Poisson-folyamatokra. Ugyanakkor ha ismerjük a JΛn

folyamatokat, miként lehet helyreállítani az X folyamat ugrásait?
Kézenfekv½o lenne, hogy X d = ∑∞

n=1 J
Λn , de nem világos, hogy az összeg

milyen értelemben értend½o, vagy egyáltalában értelmes-e, ugyanis
folyamatok körében nincs topológia!!!
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Miért van a korrekciós tag?

Ha a trajektóriák korlátos változásúak, akkor az összeg értelmes, hiszen
mindegy, hogy milyen sorrendben adjuk össze az ugrásokat. Ilyenkor az
ugró rész karakterisztikus függvénye

ϕt (u) = ∏
n
exp

�
λnt

�Z
R
(exp (iux)� 1) dFn (x)

��
=

= exp
�
t
Z

R
(exp (iux)� 1) d∑

n
λnFn (x)

�
=

= exp
�Z

R
(exp (iux)� 1) dνt (x)

�
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Miért van a korrekciós tag?

Ha azonban nem, akkor az összeadás értelmetlen. Itt jönnek be a
martingálok, ugyanis ezek körében van topológia: Ha M 2 H2 egy
négyzetesen integrálható martingál, vagyis a második momentumok
korlátosak, akkor a martingál egyenletesen integrálható és így azonosítható
a T = ∞ határértékével ugyanis ilyenkor

M (t) = E (M (∞) j Fs ) .

Következésképpen az alábbi normával a H2-martingálok Hilbert-teret
alkotnak.

kMk2 $
q
E (M2 (∞))
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Miért van a korrekciós tag?

Vezessük be a
νt (Λ) $ E

�
NΛ (t)

�
mértéket. Ha 0 /2 cl (Λ) , akkor az NΛ (t) Poisson-eloszlású, így véges és
a Poisson-folyamat elemi tulajdonságai miatt

νt (Λ) = tν1 (Λ) $ tν (Λ) .

Ha a 0 /2 cl (Λ) feltétel nem teljesül, akkor nem kapunk
Poisson-folyamatot, de ekkor is de�niálható a ν (Λ) , ami persze lehet
végtelen is.
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Miért van a korrekciós tag?

Lemma
Ha 0 /2 cl (Λ) , akkor az

NΛ (t)� E
�
NΛ (t)

�
= NΛ (t)� tν (Λ)

kompenzált folyamat minden véges id½ohorizonton H2-martingál, ugyanis a
Poisson-eloszlás szórásnégyzete tν (Λ) .
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Miért van a korrekciós tag?

Lemma
Ha 0 /2 cl (Λ) és az ugrások nagyságának van várható értéke, akkor, mivel
a JΛ szintén Lévy-folyamat a

JΛ (t)� E
�
JΛ (t)

�
martingál.

Lemma

A JΛ (t) karakterisztikus függvénye

ϕt (u) = exp
�
t
�Z

Λ
(exp (iux)� 1) dν (x)

��
,

vagyis ν (Λ \ B) = λF (B) .
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Miért van a korrekciós tag?

Emlékeztetünk, hogy ν (Λ \ B) a Λ \ B-be es½o ugrások számának átlaga.
Az egyenl½oség alapján, ha 0 /2 cl (Λ) , akkor

ν (Λ) = λF (Ω) = λ = E
�
NΛ (1)

�
.

Az alábbi számításban kihasználjuk, hogy az ugrások és az ugrások helye
független és az ugrások eloszlása azonos. (Ezek a tulajdonságok az er½os
Markov-tulajdonság következményei.)
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Miért van a korrekciós tag?

νt (Λ \ B) $ E
 

∑
s�t

χB\Λ (∆X (s))

!
=

=
∞

∑
n=1

E

 
∞

∑
k=1

χB\Λ (∆X (σk )) j n ugrás van
!
(λt)n

n!
exp (�λt) =

∞

∑
n=1

E

 
n

∑
k=1

χB\Λ (∆X (σk ))

!
(λt)n

n!
exp (�λt) =

∞

∑
n=1

n

∑
k=1

E (χB\Λ (∆X (σk )))
(λt)n

n!
exp (�λt) =

=
∞

∑
n=1

nP (∆X (τ1) 2 B \Λ)
(λt)n

n!
exp (�λt) =

= P (∆X (τ1) 2 B \Λ)
∞

∑
n=0

n
(λt)n

n!
exp (�λt) =

F (B) λt
t

= F (B) λ.
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A Terv

1 A nagy Λ0 $ fjx j > 1g ugrásokat leválaszthatjuk.
2 A kis ugrásokat felbontjuk

[∞
n=1Λn = [n

�
1

n+ 1
< jx j � 1

�
Mivel az ugrás nagysága korlátos az JΛn összetett
Poisson-folyamatnak van szórása, ami korlátos, így a kompenzált
folyamatok H2-ben vannak.

3 A maradék folytonos részr½ol be kell látni, hogy Wiener-folyamat plusz
egy lineáris trend.
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Miért van a korrekciós tag?

Számoljuk ki a JΛ kompenzátorát

E
�
JΛ (t)

�
=

1
i
d
du

ϕt (0) =

=
1
i
d
du
exp

�
t
�Z

Λ
(exp (iux)� 1) dν (x)

��
ju=0=

=
1
i
t
�Z

Λ
ixdν (x)

�
= t

Z
A
xdν (x)

A kompenzált ugrás karakterisztikus függvénye

ϕt (u) = exp
�
t
�Z

Λ
exp (iux)� 1� iuxdν (x)

��
.
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Miért van a korrekciós tag?

Lemma
Legyen µt (Λ,ω) a [0, t] szakaszon a Λ-ba es½o ugrások számát megadó
véletlen mérték. Tetsz½oleges f (x) Borel-mérhet½o függvény esetén

E
�Z

R
f (x) dµt (x)

�
=
Z

R
f (x) dνt (x) = t

Z
R
f (x) dν (x) .

A szokásosk módon elég az állítást f (x) = χB (x) karakterisztikus
függvényekre belátni.

E
�Z

R
f (x) dµt (x)

�
= E

�Z
B
dµt (x)

�
= E (µt (B)) =

= E
�
NB (t)

�
$ νt (B) =

Z
R
f (x) dνt (x) .
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Miért négyzetesen integrálhatóak a kis ugrások

Meg kell mutatni, hogy a kis ugrások esetén a négyzetek spektrál mértéke
véges. A kis ugrások M összege H2-martingál, hiszen ilyen értelemben
adtuk az ugrásokat össze. Martingálok trajektóriái nem korlátos
változásuak, de a kvadratikus variáció véges. A H2 martingálok esetén a
kvadratikus varáció szintén integrálható, ugyanis az M2 � [M ] egyrészt
nem csak lokális martingál, hanem martingál is és másrészt mivel az
M2 (t) integrálható az [M ] (t)-nek is annak kell lenni. Mivel

t
Z

Λ
x2dν (x) = E

�Z
Λ
x2dµt (x)

�
=

= E

 
∑
s�t
(∆X (s))2 χ (∆X (s) 2 Λ)

!
=

= E

 
∑
s�t
(∆M (s))2

!
� E ([M ] (t)) =

= E
�
M2 (t)

�
< ∞.
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Miért négyzetesen integrálhatóak a kis ugrások

Az azonosság egy másik következménye, hogy ha azZ
Λ
jx j dν (x) < ∞

akkor

t
Z

Λ
jx j dν (x) = E

�Z
Λ
jx j dµt (x)

�
=

= E

 
∑
s�t
j∆X (s)j χ (∆X (s) 2 Λ)

!
< ∞

véges, így pontosan akkor nincs korrekciós tag, ha a trajektóriák korlátos
változásúak.
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Példa

Example

Ha (Xn) λ = 1 paraméter½u független kompenzált Poisson-folyamatok,
akkor a

X =
∞

∑
n=1

1
n
Xn

létezik és a kvadratikus variációja

X =
∞

∑
n=1

1
n2
Xn.

Poisson-folyamatok pontosan akkor függetlenek, ha nincsenek közös
ugrásaik. Egy Poisson-folyamat kvadratikus variációja éppen önmaga. A
kompenzált folyamat kvadratikus variációja az eredeti folyamat. Az
ugrások diszjunktsága miatt"

n

∑
k=1

1
k
Xk

#
=

n

∑
k=1

1
k2
[Xk ] =

n

∑
k=1

1
k2
Xk !

∞

∑
n=1

1
n2
Xn.

Bármely t-re

E

 "
∞

∑
k=1

1
k
Xk

#
(t)

!
= E

 
∞

∑
n=1

1
n2
Xn (t)

!
=

∞

∑
n=1

1
n2

λt < ∞
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Példa

Ugyanakkor

E (jX j (t)) �
∞

∑
n=1

1
n

λt = ∞

Z 1

0
xdν (x) =

∞

∑
i=1

1
i
= ∞

és Z 1

0
x2dν (x) =

∞

∑
i=1

1
i2
< ∞.
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Lévy-folyamatok momentumai

Az er½os Markov-tulajdonság további fontos következménye:

Theorem
Ha valamely X Lévy-folyamat ugrásai kisebbek egy �x c > 0 konstansnál,
vagyis j∆X j � c , akkor tetsz½oleges [0, t] véges szakaszon az X
momentumainak halmaza egyenletesen korlátos. Vagyis minden m
kitev½ohöz és [0, t] szakaszhoz létezik olyan k (m, t) korlát, hogy

E (jXm (s)j) � k (m, t) , s 2 [0, t] .
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Folytonos Lévy-folyamatok karakterizációja

Legyen X egy folytonos Lévy-folyamat. Mivel az X folytonos, ezért az X
összes momentuma véges. Ebb½ol következ½oen az X (t) változónak minden
t id½opontban van várható értéke. Következésképpen ha m jelöli az X (1)
várható értékét, akkor az X (t)� t �m martingál. Érdemes hangsúlyozni,
hogy annak igazolásához, hogy az X (t) várható értéke éppen t �m vagy
fel kell használni hogy a �ltráció teljesíti a szokásos feltételeket, így az
X (t)� E(X (t)) logikai martingálnak van várható értéke, vagy fel kell
használni, hogy véges id½oszakon a második momentumok halmaza
korlátos, így az (X (t))t család minden véges id½otartományon egyenletesen
integrálható. Az X (t)� t �m martingál voltából következik, hogy az X
folytonos szemimartingál.
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Folytonos Lévy-folyamatok karakterizációja

A jelölés egyszer½usítése céljából tegyük fel, hogy m = 0. A kvadratikus
variáció de�níciója miatt az [X ] szintén folytonos Lévy-folyamat. A
független és stacionárius növekedés feltétele következik abból, hogy a
kvadratikus variáció a közelít½o négyzetösszegek határértéke és a
Lévy-tulajdonság miatt a diszjunkt szakaszokhoz tartozó közelít½o
négyzetösszegek függetlenek és az eloszlásuk csak az id½oszak hosszától
függ. A kvadratikus variáció folytonossága pedig a parciális integrálás
formulája miatt a sztochasztikus integrálok folytonos integrátor szerinti
folytonosságának következménye. Ez másképpen azt jelenti, hogy az

Y (t) $ [X ](t)� E([X ](t)) = [X ](t)� t � E([X ](1))

kifejezés ismételten folytonos martingál. Az Y mint két monoton növeked½o
függvény különbsége véges variációjú.
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Folytonos Lévy-folyamatok karakterizációja

A véges variációjú folytonos martingálok konstansak, így

[X ](t) = E([X ](t)) = a � t.

Az Itô-formula szerint

exp(iuX (t))� 1 = iu
Z t

0
exp(iuX (s))dX (s)�

�1
2
u2
Z t

0
exp(iuX (s))d [X ] (s) .

Az exp(iuX ) korlátos és az X négyzetesen integrálható, következésképpen
a sztochasztikus integrál valódi martingál. A két oldalon várható értéket
véve és felhasználva, hogy most a sztochasztikus integrál várható értéke a
martingál tulajdonság miatt nulla
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Folytonos Lévy-folyamatok karakterizációja

E (exp(iuX (t)))� 1 = �1
2
u2E

�Z t

0
exp(iuX (s))d [X ] (s)

�
=

= �1
2
u2E

�Z t

0
exp(iuX (s))d (as)

�
=

= �1
2
u2a

Z t

0
E (exp(iuX (s))) ds.

Ha bevezetjük a ϕ (u, t) $ E (exp(iuX (t))) jelölést, akkor ez

ϕ (u, t)� 1 = �1
2
u2a

Z t

0
ϕ (u, s) ds.

t szerint deriválva
dϕ (u, t)
dt

= �1
2
u2aϕ (u, t) .
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Folytonos Lévy-folyamatok karakterizációja

A di¤erenciálegyenletet megoldva tetsz½oleges u-ra

ϕ (u, t) = exp
�
�1
2
u2at

�
.

A normális eloszlás Fourier-transzformáltjának képletét felhasználva

X (t) �= N
�
0,
p
at
�
.
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