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Lévy—Hincsin formula

A X folyamat Lévy-folyamat, ha

Definition
Q@ X (0) =0,
@ az X fliggetlen és staciondrius névekményii, és

© a trajektdridk jobbrdl regularisak, vagyis jobbrdl folytonosak, és
minden idépontban van bal oldali hatarértékiik.

Ha X Lévy-folyamat, akkor az X (1) eloszldsa korlatlanul oszthatd, ugyanis

- (x(3)-x(57))

és az X (k/n) — X ((k—1) /n) valtozok fiiggetlenek és azonos

eloszldstiak. Es megforditva minden korlatlanul oszthaté eloszldshoz van
olyan Lévy-folyamat, ahol az X (1) eloszldsa éppen az adott eloszlds.
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Lévy—Hincsin formula

Theorem

Az R-en értelmezett F eloszlds pontosan akkor korlatlanul oszthatd, ha
létezik az R-en olyan v nem negativ, o-véges mérték, hogy az F ¢
karakterisztikus fiiggvénye

. o2u? . iux
¢ (u) = exp (/’yu ——* /]R\{o} {exp (iux) —1— H——xz] dv (x))

mddon irhaté. A (vy,0,v) hdrmast az F, illetve a hozza tartozé
Lévy-folyamat karakterisztikdinak hivjuk. Az x/ (1 -+ x?) helyébe irhato
példaul az xx (|x| < 1) csonkol6 fiiggvény is. llyenkor a v mds, de a o és
a v nem valtozik.
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Lévy—Hincsin formula

A v spektral mértékrél egyediil a

min x2,1 dv(x) < oo
Je ™ (2:2) 0 ()

tulajdonsagot tudjuk, igy a kitevében levd integrdl mindig létezik. A
xx (]x] < 1) csonkold fiiggvénnyel az exponencialis fiiggvény sorfejtése
alapjan jol latszik, hogy az origé koriil az integrdl mindig konvergens,
ugyanis ilyenkor a magfiiggvény az origé koriil
. . (iux)*  (iux)? . \2
exp (iux) — 1 — iux = o + 3l +...=(iux)" 0 (1)

A végtelenben az integral konvergdl, mert az integrandus korlatos.
Altaldban a gondot az origé koriili tartomany jelenti. Az origé koriili
tartomdny a sok kis ugrést irja le. (Nagy ugrds alatt egy fix, dltaldban
¢ = 1 nél nagyobb abszolut értékii ugrdsokat értiink.)
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Lévy—Hincsin formula

Szimmetrikus stabil eloszldson azokat az eloszlasokat értjiik, amelyek
karakterisztikus fiiggvénye valamely ¢ > 0 konstanssal

¢ (u) =exp(—clul*).0<a<2.

llyenkor ha 0 < & < 2, akkor

v ((x,00)) = %,x> 0. v((—o0x)) =~ x>0

(="

Mivel & < 2, ezért

1 1 1 1
/ x*dv (x) ztx/ X2T+1dxzzx/ x!*dx < o0
0 0+ X 0+

Mivel &« > 0

[ee] [e ) _ o -~ o
/1 1dv(x):0¢/1 x("‘+1)dx:“+1[x *1] < oo
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Miért van a korrekcids tag?

Szimmetrikus alpha-stabil eloszlasok stirliségfiiggvény

0.71

0.6

Alpha:0.5
Alpha: 1
Alpha:1.5
Alpha: 2
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Miért van a korrekcids tag?

Szimmetrikus alpha-stabil eloszlasok karakterisztikus fuggvényei

Alpha:0.5
Alpha: 1
Alpha:1.5
Alpha: 2
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Miért van a korrekcids tag?

Variance gamma
N (ex, a\/?) ,
X = Gamma (l l) :
AR
A spektralmérték

Cexp (M x —x) ha x<0
v(dx):{ Ceié(—ll\/)lg\xg\x) ha x>0 °

ahol

[lyenkor

1 1 1
/ xdv (x) = / xC exp (—Max) \xdx = / Cexp (—Max) dx < co.
0+ 0+ 0
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Miért van a korrekcids tag?

Legyen A egy Borel-halmaz, 0 ¢ cl (A)
T (w) = inf{t: AX (t,w) € A}.

Mivel a trajektéridk jobbrél regularisak, és 0 & cl (A), ezért 0 < 71 < o0,
Megmutatjuk, hogy a 71 eloszldsfiiggvénye kielégiti a Cauchy-egyenletet.
A Cauchy-egyenlet megoldasai, vagy az azonosan 0, vagy az azonosan 1,
vagy egy alkalmas A-val vett exponencidlis fiiggvény. Az azonosan 1
lehetelen, mert akkor 71 = 0. Az azonosan 0 a T; = oo esetnek felel meg.
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Miért van a korrekcids tag?

P(T1>t1+t2):
=P(AX(u)¢ A ve (0,1 +1t]) =
=P(AX(u) ¢ A, ue(0,t1])-P(AX(u) €A, vue (t,t1 +1]) =
=P(AX(u) ¢ A ve(0,t1])-P(AX(u) €A, ue (0, 1)) =
IP(T1>t1)-P(T1>t2).
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Miért van a korrekcids tag?

Az erés Markov-tulajdonsdg miatt az

X (1) = X (11 + ) — X (11)

djrainditott folyamat valdszin{iségszamitdsi szempontbdl azonos az
eredetivel, és fiiggetlen az F-tdl. igy a

Ty =inf {t: AX" (t) € A}

eloszldsa azonos a Ti-e és fiiggetlen téle. gy a T = oo esettd| eltekitve a
T, mindegyike exponenciilis, igy a 0y = Zf‘zl Tk Poisson-folyamatot alkot:
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Miért van a korrekcids tag?

A Poisson-folyamat karakterisztikus fiiggvénye

==

¢, (u) = E(exp(uiN(t Z exp (iku) (Ak') exp (—At) =

o K
- r W;j”) exp (—At) = exp (At (exp (iu) — 1))
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Miért van a korrekcids tag?

Legyen

A (t, w)

A sziirt ugrasokbdl

= Y AX(s,w) xa (AX (s,w)) =

0<s<t
NA(t) o
= Z AX (Un Z U'n X{Un < t}

n=1

llé osszetett Poisson-folyamat, ugyanis beldthatd,

hogy a AX (0,) = X (0,,) — X (0,—) fiiggetlen a o ,-tél.

¢, (u) = E (exp (iu A (t))) = exp (At (/R (exp (iux) — 1) dF (x)>) ,

ahol F (x) az ugrasok kézos eloszlasfiiggvénye.
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Miért van a korrekcids tag?

A fliggetlenség miatt

E <exp (iu- Zn: AX (Uk)>) (Ant')" exp (—At) =
k=1 ’

exp (iux) dF (x)) ") exp (—At) =

¢

Py (u) =

3
Il
o

I
agk:

Il

o

X

o

/N 7 N
R

n!

At (/R (exp (iux) — 1) dF (x))> .

3
Il
<}
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Miért van a korrekcids tag?

Ha X Lévy-folyamat és 0 ¢ cl (A), akkor az X — J és a J folyamatok
fliggetlenek.

Ha most R\ {0} = U,A,, akkor az X folyamat ugré része felbonthats,
JAn Gsszetett Poisson-folyamatokra. Ugyanakkor ha ismerjiik a J™
folyamatokat, miként lehet helyredllitani az X folyamat ugrasait?
Kézenfekvd lenne, hogy X9 = Y°° | JA de nem vilagos, hogy az osszeg
milyen értelemben értendd, vagy egydltalaban értelmes-e, ugyanis
folyamatok kdrében nincs topoldgial!!
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Miért van a korrekcids tag?

Ha a trajektdridk korldtos valtozasiak, akkor az 6sszeg értelmes, hiszen

mindegy, hogy milyen sorrendben adjuk Gssze az ugrdsokat. Ilyenkor az
ugro rész karakterisztikus fiiggvénye

¢, (0) = [ Texp (A ‘ (/ (exp (iux) — 1) dF, (X)>) _
— exp <t/}R (exp (iux) — 1) d;AnFn (x)> =
— exp ( /IR (exp (iux) — 1) dv, (x)>
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Miért van a korrekcids tag?

Ha azonban nem, akkor az Gsszeadds értelmetlen. Itt jonnek be a
martingdlok, ugyanis ezek korében van topolégia: Ha M € H? egy
négyzetesen integrdlhaté martingal, vagyis a masodik momentumok
korlatosak, akkor a martingal egyenletesen integralhaté és igy azonosithaté
a T = oo hatdrértékével ugyanis ilyenkor

M (t) = E(M (o) [ Fs).

Kovetkezésképpen az alabbi normaval a H?-martingalok Hilbert-teret

alkotnak.
[M[[, = 4/ E (M? (c0))
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Miért van a korrekcids tag?

Vezessiik be a

Ve (A) = E (NA (t))
mértéket. Ha 0 & cl (A), akkor az N (t) Poisson-eloszlast, igy véges és
a Poisson-folyamat elemi tulajdonsdgai miatt

ve (A) = tvg (A) = tv (A).

Ha a 0 ¢ cl (A) feltétel nem teljesiil, akkor nem kapunk

Poisson-folyamatot, de ekkor is definidlhaté a v (A) , ami persze lehet
végtelen is.
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Miért van a korrekcids tag?

Lemma
Ha 0 & cl(A), akkor az

NA (1) — E (NA (t)) = N () — tv (A)

kompenzalt folyamat minden véges idéhorizonton H?-martingal, ugyanis a
Poisson-eloszlds szérdsnégyzete tv (A) .

Medvegyev (Matematika Tanszék) Lévy-folyamatok 2012 19 / 35



Miért van a korrekcids tag?

Lemma

Ha 0 ¢ cl(A) és az ugrdsok nagysdgdnak van vdrhato értéke, akkor, mivel
a JA szintén Lévy-folyamat a

A (1) —E (JA(t)>

martingdl.

Lemma

A JN (t) karakterisztikus fiiggvénye

¢, (1) = exp (r (/A (exp (iux) — 1) dv (x))) ,

vagyis v (AN B) = AF (B).
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Miért van a korrekcids tag?

Emlékeztetiink, hogy v (AN B) a AN B-be esé ugrasok szdmanak atlaga.
Az egyenléség alapjan, ha 0 & cl (A), akkor

V(A)=AF(Q)=A=E (NA(1)) .
Az aldbbi szamitdsban kihaszndljuk, hogy az ugrdsok és az ugrdsok helye

fiiggetlen és az ugrasok eloszldsa azonos. (Ezek a tulajdonsagok az erds
Markov-tulajdonsag kdvetkezményei.)

Medvegyev (Matematika Tanszék) Lévy-folyamatok 2012 21 /35



Miért van a korrekcids tag?

vi(ANB) =E (; Xena (AX (5))> =

= i E <i grn (AX (0k)) | n ugras van) (/\nt!)" exp (—At) =

n=1 k=1

X
Y E (2 Xona (AX (ak))) (Ani)n exp (—At) =

(At)"
n!

— Y P (ax (r) € BnA) M e (—ae) =

exp (—At) =

=P (AX(11) € BNA) i"wexp(—}u) _F(B)At
n—0 n!
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@ A nagy Ao = {|x| > 1} ugrédsokat levalaszthatjuk.
@ A kis ugrasokat felbontjuk

o 1
Un:ll\n = Unp {n_|_1 < ’X‘ < 1}

Mivel az ugrds nagysaga korlatos az J™ Gsszetett
Poisson-folyamatnak van szérdsa, ami korlatos, igy a kompenzdlt
folyamatok H2-ben vannak.

© A maradék folytonos részrél be kell 14tni, hogy Wiener-folyamat plusz
egy linedris trend.
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Miért van a korrekcids tag?

Szamoljuk ki a J* kompenzatorat

E (JA(t)) 1d

Tau?t (0) =
= %% exp (t </A (exp (iux) — 1) dv (x))) |lu=0=

_ }t(/Aixdv (x)> = t/Ade(X)

A kompenzalt ugrds karakterisztikus fliggvénye

¢, (u) = exp (t (/Aexp (iux) — 1 — iuxdv (X)>> _
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Miért van a korrekcids tag?

Legyen u, (A, w) a [0, t| szakaszon a A-ba esb ugrdsok szamdt megadé
véletlen mérték. Tetszéleges f (x) Borel-mérhetbé fiiggvény esetén

E(/}Rf(x)dyt(x)) :/Rf(x)dvt(x):t/Rf(x)dv(x).

A szokdsosk médon elég az allitast f (x) = xg (x) karakterisztikus
figgvényekre belatni.

E(/]Rf(x)dyt(x)) = E( det(x)) =E(u,(B) =
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Miért négyzetesen integrdlhatdak a kis ugrasok

Meg kell mutatni, hogy a kis ugrdsok esetén a négyzetek spektral mértéke
véges. A kis ugrasok M osszege H?-martingal, hiszen ilyen értelemben
adtuk az ugrdsokat 6ssze. Martingdlok trajektéridi nem korlatos
véltozasuak, de a kvadratikus varidcié véges. A H? martingalok esetén a
kvadratikus varacié szintén integralhaté, ugyanis az M? — [M] egyrészt
nem csak lokdlis martingal, hanem martingdl is és mdsrészt mivel az

M2 (t) integralhaté az [M] (t)-nek is annak kell lenni. Mivel

t/AX2d1/(x) = E(/xd‘ut( )):
- E( X(AX()GA))Z

- E (AM (s >§E(W](t))=

E (M?(t)
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Miért négyzetesen integrdlhatdak a kis ugrasok

Az azonossag egy masik kévetkezménye, hogy ha az

/A|x|d1/(x)<oo

akkor

e Ixlavio = E(/A|x|dyt(x)> _

= <Z|AX ) x (AX (s )eA)) <

s<t

véges, igy pontosan akkor nincs korrekcids tag, ha a trajektéridk korldtos
véltozdsuak.
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Példa

Ha (X,) A =1 paraméterii fiiggetlen kompenzalt Poisson-folyamatok,
akkor a

Poisson-folyamatok pontosan akkor fiiggetlenek, ha nincsenek kozés
ugrasaik. Egy Poisson-folyamat kvadratikus varidciéja éppen dnmaga. A
kompenzilt folyamat kvadratikus varidcidja az eredeti folyamat. Az
ugrasok diszjunktsdga miatt

Z;Xk :ZkQ Xk] Zk2

1

—X,.
n2 "

'\Mg
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Ugyanakkor
> 1
E(X] (1) > ) At =co
n=1
1 © 1
/ xdv (x) = Z—_ = 0
0 i=1 !
és
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Lévy-folyamatok momentumai

Az erds Markov-tulajdonsdg tovabbi fontos kdvetkezménye:

Theorem

Ha valamely X Lévy-folyamat ugrdsai kisebbek egy fix ¢ > 0 konstansnal,
vagyis |AX| < c, akkor tetszbleges [0, t| véges szakaszon az X
momentumainak halmaza egyenletesen korldtos. Vagyis minden m
kitevbhoz és [0, t| szakaszhoz létezik olyan k (m, t) korldt, hogy

E(|X"(s)]) < k(m,t), se€]|0,t].
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Folytonos Lévy-folyamatok karakterizaciéja

Legyen X egy folytonos Lévy-folyamat. Mivel az X folytonos, ezért az X
osszes momentuma véges. Ebbdl kévetkezéen az X (t) véltozénak minden
t id8pontban van varhaté értéke. Kovetkezésképpen ha m jeldli az X (1)
varhat6 értékét, akkor az X(t) — t - m martingal. Erdemes hangstilyozni,
hogy annak igazoldsdhoz, hogy az X (t) varhat6 értéke éppen t - m vagy
fel kell haszndlni hogy a filtracié teljesiti a szokdsos feltételeket, igy az
X(t) — E(X(t)) logikai martingdlnak van vdrhaté értéke, vagy fel kell
haszndlni, hogy véges idészakon a mdsodik momentumok halmaza
korlatos, igy az (X(t)): csaldd minden véges idétartomanyon egyenletesen
integralhaté. Az X(t) — t - m martingal voltabdl kévetkezik, hogy az X
folytonos szemimartingal.
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Folytonos Lévy-folyamatok karakterizaciéja

A jelolés egyszerlisitése céljabdl tegyiik fel, hogy m = 0. A kvadratikus
variacié definicidja miatt az [X] szintén folytonos Lévy-folyamat. A
fliggetlen és staciondrius névekedés feltétele kévetkezik abbdl, hogy a
kvadratikus varidcié a kozelité négyzetdsszegek hatdrértéke és a
Lévy-tulajdonsdg miatt a diszjunkt szakaszokhoz tartozé kozelitd
négyzetdsszegek fiiggetlenek és az eloszldsuk csak az idészak hosszatdl
figg. A kvadratikus variacié folytonossaga pedig a parcidlis integralds
formuldja miatt a sztochasztikus integralok folytonos integrator szerinti
folytonossdgdnak kovetkezménye. Ez mdsképpen azt jelenti, hogy az

Y (1) = [X](2) — E([X](1)) = [X](t) — t- E([X](1))

kifejezés ismételten folytonos martingal. Az Y mint két monoton ndveked6
figgvény kiilonbsége véges varidcidju.
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Folytonos Lévy-folyamatok karakterizaciéja

[X](t) = E([X](t)) = a-t.
Az Ité-formula szerint
t
exp(iuX(t))—1 = iu/ exp(iuX(s))dX (s) —
0
1 t
—Euz/ exp(iuX(s))d [X] (s) .
0
Az exp(iuX) korldtos és az X négyzetesen integrilhato, kdvetkezésképpen
a sztochasztikus integral valédi martingdl. A két oldalon varhaté értéket

véve és felhaszndlva, hogy most a sztochasztikus integral varhaté értéke a
martingdl tulajdonsdg miatt nulla
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Folytonos Lévy-folyamatok karakterizaciéja

E(exp(iuX(t)))—1 = —-u°E

Ha bevezetjiik a ¢ (u, t) = E (exp(iuX(t))) jeldlést, akkor ez

t szerint derivdlva
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Folytonos Lévy-folyamatok karakterizaciéja

A differencidlegyenletet megoldva tetszdleges u-ra

1
@ (ut)=-exp (—Quzat) :
A normilis eloszlds Fourier-transzformaltjanak képletét felhaszndlva

X(t)g/v(o,\/i).
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