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Az alapfeladat, az drazasi képlet

A szirmaztatott termékek drazdsanak f6 dllitdsa, hogy megfeleld
~matematikai és kozgazdasdg" feltételek teljesiilése esetén ha Hy valamely
t = T id6épontban esedékes kovetelés, akkor a t = 0 idépontban a
kovetelés dra

ahol Rt a diszkont tényezd és Q az ligynevezett lokalis martingal mérték.
Emlékeztetiink, hogy diszkrét és véges idohorizonton a képlet a teljesség
megkotése esetén, felhaszndlva a nincsen arbitrdzs tulajdonsagot, érvényes
minden Ht-re. Ha a piac nem teljes, de arbitrdzsmentes, akkor az
egyenl6ség teljesiiléséhez elegendd, hogy a Ht ,sztochasztikus
integralként” eldallithaté legyen az alaptermékekkel.
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Az alapfeladat, az drazasi képlet

Az egyenl6ség, szemben a diszkrét és véges id6horizonttal, folytonos
idéhorizont esetében altaldban nem teljesiil. Az egyenl6ség teljesiiléséhez
sziikséges legfontosabb feltétel, hogy a Hr kovetelésnek és a piacot leiré
kotvény és részvény folyamatoknak mérhetének kell lenni a véletlen forrast
reprezentdlé valamely Wiener-folyamat &ltal generdlt filtrdciéra nézve. A
megengedett filtraciéra tett megszoritds az integrélreprezentacids tétel
folyomdnya és Iényegében a teljesség feltétele folytonos idéhorizontra.
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Lehetséges porfoliok

Tovabbi probléma, hogy a sztochasztikus integrédlok dltaldban csak lokdlis
martingdlok és folytonos idéhorizonton a lokalis martingalok nem
egyszeriien rosszul integralhaté martingdlok. Ennek fontos kovetkezménye,
hogy az integralreprezentdcids tételben a konstans dltaldban nem
egyértelm{i. Ugyancsak a lokdlis martingdl tulajdonsdg kovetkezménye,
hogy még véges idéhorizonton is lehetséges a ,,duplazasi stratégia”, igy
megengedett, lehetséges portfolié alatt az alulrdl korlatos portfolidkat
értjiilk. Ezen két jelenség miatt folytonos idéhorizonton az drazdképlet csak
szigorli matematikai és kdzgazdasagi megkotések teljesiilése esetén
alkalmazhaté.

Medvegyev (Corvinus) Eurépai opcidk 2009 4 /135



Az értékfolyamat, 6nfinanszirozas

Az aldbbiak soran csak két termékkel foglalkozunk. Ez a gondolatmenetet,
foleg a jelolést, jelentdsen leegyszeriisiti. Az altaldnos eset hasonléan
targyalhaté. Legyen (R, S) két kockazatos termék és jeldlje (X, Y) a
termékekbdl tartott mennyiségeket. Az opciddrazas szokasos modelljében
R a kétvény, S a részvény dra. Az (R, S) folyamatokrdl feltessziik, hogy
folytonos szemimartingalok, az (X, Y') portfolié silyokbdl &ll6
folyamatokrdl pedig tegyiik fel, hogy az aldbbi integralok léteznek. Az

(X, Y) mennyiségeket tartalmazé portfolié értéke értelemszeriien

V =XR+YS.

Definition

Az (X,Y,S, R) vektorfolyamatot énfinanszirozénak mondjuk, ha

V—-V(0)=XeR+YeS.
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Az értékfolyamat, 6nfinanszirozas

Az 6nfinanszirozas definicidja jobban érthetd, ha az integrdlokat a
hagyomanyos jelléssel irjuk fel. Az 6nfinanszirozas feltétele
t t
V (t) - V (0) :/ X(s)dR(s)+/ Y (s)dS (s),
0 0
amely szerint a portfolié értékét a t idépontban dgy kapjuk, hogy a
portfolié nulla idépontban vett értékéhez hozzdadjuk a portfoliéban

szerepld eszkozok
X (s)dR(s)+ Y (s)dS (s)

értékvaltozasabdl szarmazoé nyereségek és veszteségek kumuldlt Gsszegét.
Hangstlyozni kell, hogy a képlet a diszkrét id6horizonton targyalt
egyenldség formalis dtvételébdl adddik. Ennek megfeleléen folytonos
idéhorizonton az énfinanszirozds interpretdciéja nem annyira kézenfekvd,
mint a diszkrét esetben.
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Kumulalt arfolyamnyereségek

Az interpretdcidval kapcsolatos legnagyobb nehézség abbdl ered, hogy az
onfinanszirozast diszkrét idéhorizonton az

Y()S(t)+R(t)X(t) =Y (t+1)S(t) + X (t+1)R(t)

képletbdl definidltuk, amely tartalmilag tényleg az 6nfinanszirozdst jelenti
és az integralalakot ennek kdvetkezményeként definidltuk. A definicidbdl
ugyancsak nem vildgos, hogy az (X (s), Y (s)) ,idépontja” miként
viszonyul a (dR (s), dS (s)) idépontjdhoz. Ha azonban az
[té-integralasndl megszokott konvencidt vessziik, akkor a megvéltozasok az
s idépont ,utdn” kovetkeznek be. Az &nfinanszirozds elnevezés
némiképpen félrevezetd, taldn jobb lenne kéltségmenetes kumulalt
drfolyamnyereségrdl beszélni.
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Az értékfolyamat szemimartingal

Az onfinanszirozas feltétele miatt a V' értékfolyamat szemimartingdl.
Vegyiik észre, hogy az, hogy a V szemimartingdl egyediil az
onfinanszirozas feltételébdl kovetkezik, ugyanis ilyenkor a V' sztochasztikus
integralok osszege. Mivel az X és az Y nem feltétleniil szemimartingalok,
altalaban az XR + YS szorzat nem lesz automatikusan szemimartingal.
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Az drmérce, diszkontalt porfolidk

Legyen U egy tovabbi folytonos szemimartingdl. Ha U # 0, akkor az S és
R termékek arat kifejezhetjiik az U-ben is, vagyis ha U # 0, akkor az U
vélaszhaté drmércének. Mivel a megengedett portfolicknak alulrdl
korldtosnak kell lenni, igy fel kell tenni, hogy U > 0. Az 1/ x fiiggvény az
x > 0 halmazon tetszélegesen sokszor derivédlhatd, igy az Ito-formula miatt
az U= S/U és az R/ U szintén szemimartingdl és az (j drmérce mellett a
portfoli6 értéke

_ R S _
V=X—-—+Y—-=XR+YS.
U+ U +YS

Kézenfekvéen meriil fel a kérdés, hogy vajon az (X, Y,S, ﬁ)
vektorfolyamat 6nfinanszirozé marad vagy sem, vagyis érvényes-e a

V—V(O) :X.F—i— 5/03v

egyenldség?
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Az drmérce, diszkontalt porfolidk

AV szemimartingdl tulajdonsdg miatt alkalmazhaté a parcidlis integrélds
formuldja, amely szerint

v

V=
V)

— 1 1 1
—V(O)—f—VQU—i—UoV—{—[V,U].

Vegyiik észre, hogy a formula felirdsakor kihaszniltuk, hogy a V és az U
folytonos. A portfolié definiciéjdt beirva

1
V _
*U

Il

1
(XR+YS)e [ =
1

1

~ xe(mel)eva(sed).
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Az drmérce, diszkontalt porfolidk

Mivel a V 6nfinanszirozé, a masodik integral az onfinanszirozds definicidja
alapjan

Zev = %o(V(O)+X°R+Y'5):
1
- U.(X.R+Y.S):
1 1
= eXeR)+je(YeS) =

= %XOR—{—%YOSZ

~ xe(Ber)eve(Les)
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Az drmérce, diszkontalt porfolidk

A képletben szerepl6 kvadratikus varidcié a sztochasztikus integral

[v,l] - [V(O)+X.R+ y.s,llj] _

~ xa[pd]vafsd]
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Az drmérce, diszkontalt porfolidk

A harom tagot visszahelyettesitve, elemi dtrendezéssel

V-V(0) = Xo(Rollj—i—zljoR—l— [R,H)Jr

1 1 1
Ye[(Se—+ -5+ |5 —|].
i ( VAT +[ UD
A zdréjelekben ismételten a parcidlis integralds formuldja szerint

V-V(0) = x.(g_zggojuy.(i_fj%) -

— XeR+YeS.
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Az drmérce, diszkontalt porfolidk

A harom tagot visszahelyettesitve, elemi dtrendezéssel
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1 1 1
Ye[(Se—+ -5+ |5 —|].
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Az drmérce, diszkontalt porfolidk

A gondolatmenet nem teljesen hibdtlan, ugyanis hallgatélagosan, példaul
az integralok additivitdsakor, kihasznaltuk, hogy tobbek kozott az
XR o U1 integral létezik. Ha példaul

R(t) = U(t) éexp(/otr(s) ds,

ahol az r > 0 esetleg véletlen is lehet, akkor
t t
(XRe U™Y) (1) = / X (s)R(s)r(s)R71(s) ds = / X () (s) ds.
0 0
Mivel az 6nfinanszirozds definiciéja miatt az
t s
(X o R) (1) :/ X (s)r (s) exp (/ r(u)du) ds
0 0

integrél véges, ezért, felhasznalva, hogy exp (fos r(u)du) >1az
XR e U™! is véges.
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Az drmérce, diszkontalt porfolidk

Hasonlé a helyzet, ha valamilyen mérték mellett az U = S lokdlis
martingdl. llyenkor az S > 0 miatt S = exp (L — (1/2) [L]) és igy
S t=exp((1/2)[L] — L), igy az Ito-formula miatt

dS™' = -S7'dl, dS=SdL.
Tehat
(YSeU ™) (t)=(YSeS 1) (t)=—(YSStel)(t)=—(YelL)(t).
Ugyanakkor mivel az Y e S integrél létezik, ezért

o> Y?e[S]=Y?S%e]L].

Ugyanakkor az S > 0 és az S folytonossiga miatt az 1/5? lokalisan
korldtos, lokalizécié utdn amibdl az

Y2e[L] = Y?S’S e [L] < n(Y?S?e]L]) < .
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Az drmérce, diszkontalt porfolidk

Ha diszkontfaktornak az R folyamatot tekintjiik, akkor R = R/R = 1, igy
a kovetkez6 dllitas evidens:

Ha R > 0, akkor az (X, Y, R, S) pontosan akkor énfinanszirozo, ha a
diszkontalt értékfolyamatra

V-V(0)=XeR+YeS=YeS.
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Alulrél valé korlatossdg és az drmérce

A diszkontdlds kapcsan jelezni kell, hogy a diszkontalt értékfolyamat alulrdl
valé korlatossagat meg akarjuk Orizni, ez az armércére tovabbi
megkotéseket jelent. Ha a V negativ értéket is felvehet, akkor az U nem
vehet fel tetszdlegesen kicsi értéket, mert akkor a V' /U nem lenne alulrdl
egyenletesen korldtos. Ennek elkeriilése céljabdl szamos szerzd
megkoveteli, hogy a V folyamat ne csak alulrél korldtos legyen. hanem
nem negativ is legyen. llyenkor tetszéleges U > 0 haszndlhatd, ugyanis a
V /U > 0 érvényben marad még akkor is ha az U esetleg tetszélegesen
kicsi értéket is felvehet.
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Az arbitrazs fogalma

Az ekvivalens lokalis martingalmértékek létezése szorosan Gsszefiigg az
arbitrdzs fogalmaval.
Definition

Azt mondjuk, hogy az (R, S) modellben az (X, Y) par arbitrézs a T
idépontban,

@ haaz (X,Y,R,S) énfinanszirozo,
Q@ a V = XS+ YR értékfolyamat a [0, T|] szakaszon alulrdl korlatos,
@ V(0)=0 V(T)>0&E(V(T)) >0
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Az arbitrazs fogalma

Ha a P és a Q mértékek ekvivalensek, akkor a sztochasztikus integralok
megegyeznek, és a mértékek ekvivalencidja miatt az utolsé egyenléségben
a P helyébe Q is irhatd, vagyis az arbitrdzs fogalma invarians az ekvivalens
mértékcserére nézve. Emlékeztetiink, hogy az értékfolyamat alulrdl valé
korlatossdgdra azért van sziikség, mert a feltétel nélkiil sltaldban
tetszbleges érték elédllithatd lenne onfinanszirozé portfolidval, vagyis a
nincsen arbitrazs feltétel e megkotés nélkiil nem teljesiilhetne.
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Lokdlis martingalmé

Azt mondjuk, hogy az (Q), A, P, F) téren értelmezett (R, S) modell
rendelkezik lokdlis martingdlmértékkel, ha létezik egy a P-vel ekvivalens Q
valésziniiségi mérték és olyan U drmérce, amely mellett az S = S/ U és
R = R/ U diszkontalt arfolyamok lokalis martingalt alkotnak. Ha
masképpen nem mondjuk, akkor drmércén mindig az R kotvényt értjiik.
llyenkor a Q pontosan akkor lokalis martingalmérték ha az S = S/R
diszkontdlt folyamat lokalis martingal. Hasonléan definidlhatjuk a
martingalmértéket.

Nyilvdnvalé médon a Q fiigg az drmércétdl. Ha ennek szerepe van, akkor
az drmércét a Q alsé vagy felsé indexeként szokas irni. Ha nincsen index,
akkor az drmérce dltaldban az R kétvény. Az R-hez tartozé
martingdlmértéket, illetve lokalis martingdlmértéket szokds
kockazatsemleges mértéknek is nevezni.
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Armérce valtdsa formula

Legyen U és W két armérce és legyen QY és QW a két ekvivalens
martingdl, illetve ekvivalens lokdlis martingdlmérték. Hogyan szdmolhaté
kia dQV/dQW Radon—Nikodym derivalt?.Miként kordbban lattuk igaz a
kovetkezo:

Theorem (Girszanov-tétel magja)

Tegyiik fel, hogy a P és a Q mértékek lokalisan ekvivalensek. Legyen L
adaptalt, jobbrdl reguldris folyamat és legyen A a dQ/dP
derivaltfolyamat.

@ Az L pontosan akkor lokdlis martingdl a Q alatt, ha az LA szorzat
lokdlis martingal a P alatt.

@ Az L pontosan akkor martingdl a Q alatt, ha az LA szorzat martingdl
a P alatt.

v
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Armérce valtdsa formula

Mivel L = S/ U lokélis martingsl a QY alatt és LA = S/ W lokalis
martingdl a QW alatt, ezért az egyediil lehetséges szorzé nyilvan

D = U/W. A D azonban nem vilaszthaté A-nak, ugyanis a vdrhaté
értéke nem lesz constans médon 1, amit a A derivéltfolyamattdl elvdrunk.
Ennek megfeleléen azt sejtjiik, hogy

és igy
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Armérce valtdsa formula

Tegyiik fel, hogy az drmérce éppen W és a QW mérték az aktualis mérték.
Az U folyamat a W drmércében kifejezve U/ W. A legtdbb alkalmazdsban
Fo a trivialis o-algebra és ilyenkor a W (0) /U (0) konstans. Igy az ij
drmérce régi drmérce szerinti értéke martingdl a régi drmérce szerinti
lokdlis martingdl mérték szerint. Vagyis a régi drmérce éltal meghatdrozott
~szemiivegen” keresztiil nézve a folyamatokat az (j drmérce martingal. Ha
az R drmércéhez tartozé Q kockazatsemleges mérték mellett az

S = S/R > 0 diszkontalt drfolyam martingal, akkor az R/ S martingdl az
S-hez tartozé Q° mérték mellett.

Ha az S csak lokalis martingal a Q alatt, akkor az S nem vélaszthaté
drmércének.
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Kockdzatsemleges mérték és drmérce csere

Ha az (X,Y) par arbitrazs az (R, S) modellben, és U > 1 tetszbleges
drmérce, akkor az (X, Y) arbitrdzs az (R/U,S/U) modellben is. A Q
pontosan akkor kockdzatsemleges mérték az (R, S) modellben, ha
kockazatsemleges mérték az (R/U, S/ U) modellben.

Az (X, Y) par pontosan akkor 6nfinanszirozé az (R, S) arak mellett, ha
onfinanszirozé az (R/ U, S/ U) arak mellett. Az U pozitivitdsa miatt az
XS 4 YR eléjele megegyezik az XR/ U + YS/ U elbjelével. Az U > 1
miatt a diszkontdlt értékfolyamat alulrdl korldtos marad. A mdsodik allitas

evidens, ugyanis
S S/U

STRTR/U
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Kockdzatsemleges mérték és arbitrazs

Az alulrdl valé korlatossag feltétele kulcs szerepet jatszik a kdvetkezéd
elemi, ugyanakkor a matematikai pénziigyekben kiemelked6 jelentéségii
allitasban:

Ha a [0, T| szakaszon R > ry > 0 és az (R, S) modellben van ekvivalens
lokalis martingalmérték, akkor a modellben nincsen arbitrazs

Az R > ny feltétel kbzgazdasagilag trividlis megkotés, ugyanis az R
dltaldban a kotvényt jelenti, vagy valamilyen mas kockdzatmentes
befektetést jelsl. Altaldban fel szokas tenni, hogy R (0) = 1, és a feltétel
halgatélagosan azt jelenti, hogy a diszkonttényezd dra monoton né.
Altalaban az R fiigghet a véletlentél, de szemben az S-sel az értéke nem
csokkenhet.

Medvegyev (Corvinus) Eurépai opcidk 2009 26 / 135



Kockdzatsemleges mérték és arbitrazs

Tegyiik fel, hogy a Q mérték mellett az S/ R lokdlis martingél. Legyen az
(X,Y) az (R, S) modellben 6nfinanszirozé portfolié. Tegyiik fel, hogy

V (0) =0 és a V legyen alulrdl korlatos. Az (X, Y) énfinanszirozé az
(1,?) modellben is és az R > 1 feltétel miatt a V diszkontalt
értékfolyamat szintén alulrdl korldtos. A sztochasztikus integralok lokdlisan
martingalok, igy a

XS+ RY —

V= 5 = XeS+YeR=XeS

alulrél korldtos lokdlis martingdl.
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Kockdzatsemleges mérték és arbitrazs

Emlékeztetiink arra, hogy minden alulrdl korldtos lokdlis martingal
szupermartingdl, ugyanis, ha az

E(X™ () | Fs) = X" (s)
egyenléségben alkalmazzuk a Fatou-lemmat, akkor

E(X(1)| 7)) = E(lim X () | £) < liminfE (X" (£) | ) =

n—oo

= liminfX™ (s) = X (s) .

n—oo

Szupermartingdlok esetén a vdrhaté érték csdkken, tehat
EQ(V(T)) <0,

kovetkezésképpen ha V/ (T) > 0, akkor V (T) "= 0, természetesen a Q
mérték alatt. De a Q ~ P ekvivalencia miatt a nullmértékii halmazok
egybeesnek, igy a P alatt is, amelyb8l V (T) ™2 0 a P alatt, tehdt az
(X,Y) nem lehet arbitrazs.
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Az 3allitdas megforditasa

Problémdt jelent, hogy az éllitds nem fordithaté meg, vagyis az
arbitrdzsmentesség még nem implikdlja az ekvivalens martingdlmérték
létezését. Diszkrét idOhorizont esetében az ekvivalens martingdl mértéket
kozvetleniil az arbitrazsmentesség kézgazdasdgi definiciéjabdl
szarmaztattuk. Erre a folytonos idéhorizont esetében nincsen méd. Ezért,
ahhoz, hogy az drazdsi problémdat kezelni tudjuk, vagyis hogy az ekvivalens
martingdlmértéket meg tudjuk konstrudlni, kézvetlen megszoritasokat kell
bevezetniink a folyamatokra.
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[to-diffuzidk definiciéja

Az S folyamatot Ito-folyamatnak mondjuk, ha az S felirhaté

0 :S(O)+/Ota(s,w)ds+/0tb(s,w)dw(s)

maodon, ahol w Wiener-folyamat, az a és b folyamatok adaptaltak és
progressziven mérhetéek, valamint

t
P(w:/\a(s,w)|ds<oo> =1 t>0
0
t
P(w:/b2(s,w)ds<oo> =1, t>0.
0

Az S lté-folyamatot formdlisan szokds a dS = a- dt + b - dw médon
jeldlni. A kifejezést az S sztochasztikus differencidljanak mondjuk.
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A részvény drmozgas modellje

Tegyiik fel, hogy a részvények ara kielégiti a
dS=S-(pu(t,w)- -dt+o(t,w)-dw)

sztochasztikus differencidlegyenletet, ahol u és o progressziven mérhetd
folyamatok. Heurisztikusan ez azt jelenti, hogy a dS/S hozam egy
udt + odw Ito-folyamatot alkot. Az egyenlet természetesen azonos az

S(tw)—S(0,w) :/Oty(s,w)S(s,w)ds+/0t(7(s,w)5(s,w)dw(s)

integralegyenlettel.
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A részvény drmozgas modellje

Az integralegyenletet kielégitd S az S (0), illetve a u és a o ismeretében
kénnyen kiszamolhaté. Az Ité-formulat az f (x) = exp (x) fiiggvényre
alkalmazva azonnal ellendrizhetd, hogy az

S(t,w) = S (0) exp (/Oty(s,w)—(72(Z'W)d5+/ota(s,w)dw>

kielégiti a fenti egyenletet. Ha

t 2 t
Xé/ y(s,w)—a(s'w)ds%—/ o (s,w)dw,
0 2 0
akkor az [X] (t) = fot o?ds miatt

d5 = SaX + 3 Sd [X] = Sydt + Sodw.

Medvegyev (Corvinus)
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A részvény drmozgas modellje

Természetesen ebbdl még nem kdvetkezik, hogy S az egyetlen ilyen
folyamat. Megmutathaté azonban, hogy altaldnos kériilmények teljesiilése
esetén a sztochasztikus differencidlegyenletek megoldasa egyértelmd.
Vegyiik észre, hogy implicite megkoveteltiik, hogy az integrdlok létezzenek,
vagyis hogy a fot || ds és az fot o2 ds integralok majdnem minden
kimenetelre végesek legyenek. Az S folytonos, igy minden trajektéridja
korlatos, igy ha a [ || ds és az [, 0?ds integralok léteznek, akkor a S
és a 0§ integralja is létezik.
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A kotvény modellje

A kotvény mint kockazatmentes befektetés R arardl feltessziik, hogy az
idében monoton né és mivel a kdtvény draval diszkontdlni akarunk, ezért
feltessziik, hogy az R pozitiv. Ha még megkoveteljik az R (0) =1
egyenldséget, akkor a Lebesgue-féle felbontdsi tétel miatt

R (t,w) =-exp (log R (t,w)) = exp (/Otr(s,w) ds+h(t,w)> :

ahol a h a Lebesgue-mérték szerint szinguldris. A log R kifejezés minden

véges [t, T], t > 0 szakaszon korlatos véltozasu, igy a mondott felbontds
létezik.
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A kotvény modellje

A modell kbzgazdasagi tartalma segitségével, pontosabban a nincsen
arbitrdzs feltételt felhaszndlva, megmutathatd, hogy az 4ltaldnossag
megszoritasa nélkil a h szinguldris rész tekintheté nullanak, igy az
egyszerliség kedvéért feltessziik, hogy h = 0, vagyis az R alakuldsét az

R (t,w) = R (0) exp (/Otr(s,w)ds>,

vagy ami azonos az
dR = rRdt

egyenlettel irjuk le. Ha most r > 0, akkor R > 1, és igy a kordbbi tételek
mind alkalmazhatdak. Ismételten implicite feltettiik, hogy az fot rds
integrdl majdnem minden kimenetelre véges.
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Az eszkozarazas diffiiziéos modellje

Az igy kapott (R, S)

dR = rRdt, R(0)= Ry,
dS = S-(pdt+odw), S(0)=5

modellt az eszkbzdrazas diffiiziés modelljének szokds mondani.
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Diszkontalt arfolyamok

A részvény S diszkontalt drfolyama trivialisan

S(e0)= R =
—5(0) exp </Oty(s,w)—r<s,w)—”2(;"”)ds+/0ta(s,w)dw),

igy ismételten az Ité6-formula miatt elemi szdmoldssal

dS=S-((y—r)dt+odw),

vagy ami ugyanaz

S5—=50)=((ug—r)-S)ew]+ (c-S)ew.
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A kockazat piaci dra

Definition
Vezessiik be a

p(tw) —r(tw)

0t w) = o(t,w)

folyamatot, amit a kockdzat piaci drdnak szokds mondani. Természetesen
ahhoz, hogy a képletnek legyen értelme fel kell tenni, hogy o (t,w) > 0.

v
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Kockdzatsemleges mérték meghatdrozasa

Tekintsiik az
L= —Oew

lokalis martingdlt és a

At) = E(L)(t) =E(-bew)(t) =
= exp (—/Ot(?(s,w)dw(s)—;/0t92(5,a))ds>

Girszanov-féle transzformacids fiiggvényt, ahol értelemszeriien
megkoveteljiik, hogy a formula értelmes, vagyis tobbek kozott feltessziik,
hogy o > 0 és az integrdlok léteznek, vagyis feltessziik, hogy

P<w:/ot92(s,w)ds<oo) ~1.
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Kockdzatsemleges mérték meghatdrozasa

Feltessziik még, hogy a Girszanov-formula alkalmazasakor nem Iép fel
probléma, vagyis a A valédi martingal. A Q mértéket vilasszuk a

dQ

dfpéA(T)

egyenl6séggel. Mivel a A martingdl, ezért E(A(T)) =1,
kovetkezésképpen a Q nem csak mérték, hanem valdsziniiségi mérték.

Erdemes hangstilyozni, hogy explicit médon nem tessziik fel a nincs
arbitrazs feltételt. Burkoltan a A martingal volta helyettesiti ezt a feltételt.
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Black—Scholes modell

Miel6tt tovabb megytink érdemes hangstilyozni, hogy a megadott
feltételek, kiilonésen az, hogy a A martingdl legyen igen erés megkotés.
Az egyik leggyakrabban haszndlt eset az, amikor a u és a ¢ konstans,
ilyenkor a 6 konstans és a A egy

A(t) = exp <—9W(t) _ ;921‘.)

exponencidlis martingal. llyenkor szokds az irodalomban
Black—Scholes-modellrdl beszélni. Emlékeztetiink, hogy a A nem
egyenletesen integrdlhaté martingdl, igy a mértékcsere csak véges
idéhorizonton hajthaté végre.
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Attérés kockazatsemleges mértékre

A P mérték mellett az S folyamat folytonos szemimartingal, amely lokalis
martingal része

/\/I(t,w)é/ota(s,w)S(s,w)dw(s).

A A dltal megvalésitott Q mérték mellett a Girszanov-tétel miatt az

M = oS e w szintén lokilis martingdl, de a Q alatt.
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Attérés kockazatsemleges mértékre

Szamoljuk ki az M folyamatot! Az M képlete, a 6 definiciéja és a
Girszanov-tétel felhaszndlasaval

M = M—[—0ew, M =M+ [0ew, M] =
= oSew+f0e[w,oSew| =
= oSew+ (00)Se[w| =
= oSew+ (u—r)Se[w]=5-5(0).

Kovetkezésképpen a Q az S lokalis martingalmértéke. Természetesen, a
kordabban elmondottak alapjdn ilyenkor nincsen a modellben arbitrazs.
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Attérés kockazatsemleges mértékre

Ugyanakkor azt nem lattuk be, hogy az arbitrazs hidnya esetén a
Girszanov-transzformacié hasznilhaté-e vagy sem. Ha a ¢ > 0, akkor a 0
és a A definidlhatd, feltéve, hogy az integrilok léteznek, de nem tudjuk,
hogy a A valédi martingdl lesz vagy sem. Vagyis szemben a diszkrét
idéhorizonttal, nem jellemeztiik a nincsen arbitrdzs megkotést..
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Attérés kockazatsemleges mértékre

A szituacié jobb megértése céljabdl érdemes egy kis kitérét tenni és egy
mdsik mddszerrel is beldtni, hogy az S lokdlis martingdl a Q alatt. Miként
mdr lattuk

S(t)=5(0)exp (/Ot <y— r— U;) ds—i—/ot(fdw(s)) :
A w Girszanov-transzformiltja
mﬂzwm—ﬁlugﬁzwm+é%@¢.
Ebba| t
W(t)::W(t)—lA 8 (s) ds.

Ezt az S képletébe beirva, az asszociativitdsi szabély szerint

5(0) exp (/Ot (y—r—‘;z) ds—l—/otadn?v(s)—/otaeds).
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Attérés kockazatsemleges mértékre

Az 6sszevondsok utdn, felhaszndlva, hogy 060 =y —r

0)exp< /?ds—i—/adw )

A w a Q alatt Wiener-folyamat, igy ha N = 0 e w, akkor az N lokalis
martingal a Q alatt, hiszen egy Q alatti Wiener-folyamat szerinti
sztochasztikus integral. Mivel

S—5(0)exp (N—i[N]) _S(0)E(N),

ezért a Q alatt az S valéban lokalis martingal.
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Armozgss a kockdzatmentes mérték alatt

Vegyiik észre, hogy

2

S(t)=R(t)S(t) = S(0)exp (/Ot (r—‘72> ds+/0t(7d|7v(s)>.

A kifejezéshez tartozé sztochasztikus differencidlegyenlet
dS = rSdt + oSdw.

Vegyiik észre, hogy az S alakuldsat leiré sztochasztikus
differencidlegyemletben a u helyébe r keriilt, vagyis a p , kiesett".
Ugyanakkor persze a w helyébe pedig w keriilt.
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Armozgds a kockazatmentes m

A kérdés csak az, hogy a w milyen szempontbdl , helyettesiti" a w
folyamatot. Egy szempontbél biztosan: A w a Q alatt szintén
Wiener-folyamat, igy az eloszlasaik megegyeznek!!! Vagyis az egyiknek a
P alatt vett eloszldsa megegyezik a mdsiknak a Q alatt vett eloszldsdval.
A mértékcsere hatdsdra tehat az S folyamat nem viéltozott, de a
differencidlegyenletben szerepld ,egyiitthatok” megvaltoztak. Tegyiik fel,
hogy az F filtracié az S definiciéjdban szereplé w Wiener-folyamat ltal
generalt, kiterjesztett filtracié. Erdemes hangstlyozni, hogy a w szintén
Wiener-folyamat az F alatt, de mivel a , helyettesités nem tokéletes", a
generalt filtracidja esetlegesen sziikebb lehet mint az F.
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Kockdzatsemleges mérték egyértelmiisége

Legyen F a w 3ltal generdlt filtrdcio. Megmutatjuk, hogy ilyenkor a Q
lokalis martingalmérték egyértelmii. Legyen R az S egy masik lokalis

martingdlmértéke. A
dR
r(t)=E|(—-=
0 =€(517)

pozitiv martingdl, amely a filtricidra tett feltétel miatt folytonos. Tehat
felirhaté £ (L) médon. Az L az F szerint lokélis martingdl, az F pedig,
miként feltételeztiik, a w Wiener-folyamat filtracidja, igy az
integrdlreprezentdcids tétel miatt alkalmas ¢ folyamattal L = ¢ e w.
Megmutatjuk, hogy
m.m.
p = —0.
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Kockdzatsemleges mérték egyértelmiisége

Vegyiik az S folytonos szemimartingdl P alatti
S=EM+A=(5(0)+cSew)+A

felbontdsat. Az ekvivalens mértékcsere sordn a folytonos szemimartingalok
folytonos szemimartingdlok lesznek. Az R ekvivalens lokilis
martingalmérték alatt tehat az S szintén folytonos szemimartingal, amely
lokdlis martingal része az imént elmondottakkal analég médon

M—[LM=M-[pew,cSew] =M—(¢pr)Sew].

A folytonos szemimartingdlok egyértelmii felbontdsa miatt, felhaszndlva,
hogy az R az S lokalis martingal mértéke az

S=(M~-(go)Se[w]) +A+ (go)Se[w],
felbontasban A+ (@o) S e [w] = 0, vagyis
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Kockdzatsemleges mérték egyértelmiisége

A hagyomdnyon integral jel6léssel, majdnem minden w esetén minden t-re
t _ t —_
/ 8 (s,w) (s, w)S (s w)ds = —/ o (5,w) ¢ (5,0) S (5,0) ds.
0 0

Az 0, o és ¢ folyamatok négyzetesen integralhatéak, az S folytonos, igy az
integrandusok minden véges szakaszon integralhatdak, kdvetkezésképpen a
két oldalt derivdlva azonnal ldthaté, hogy majdnem minden w kimenetelre
és majdnem minden s-re az integrandusok megegyeznek. A feltételek
szerint S > 0 és 0 > 0, tehat

0(s,w) ™= —g(s,w),

kovetkezésképpen P = Q.
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Integralreprezentacié és mértékcsere

Theorem (Integralreprezentdcids tulajdonsdg invariancisja)

Legyen M egy lokalis martingdl és tegyiik fel, hogy az M rendelkezik az
integralreprezentdcids tulajdonsdggal a P mérték alatt. Legyen Q egy
ekvivalens valosziniiségi mérték és tegyiik fel, hogy a P és a Q kézotti
Radon—Nikodym-folyamat egy L lokalis martingdllal felirhaté € (L) mddon.
Legyen M az M Girszanov-transzformaltja. Ha N tetszdleges lokalis
martingal a Q alatt, akkor alkalmas Y esetén érvényes az

N=N@©+(YeM)(r), 0<t<T

reprezentdcio, vagyis a Q alatt az M is rendelkezik az
integralreprezentdcids tulajdonsdggal a Q alatt.

Medvegyev (Corvinus) Eurépai opcidk 2009 52 / 135



Integralreprezentacié és mértékcsere

Az integralreprezentdcids tétel haszndlatdhoz vissza kell térni a P
mértékre. Legyen

dQ
= EW(T),

ahol L lokdlis martingdl a P mérték alatt. Ekkor

@ ey (e (- b)) =
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Integralreprezentacié és mértékcsere

Vegyiik észre, hogy az
(L] —L=(=L) = [-LL]

éppen a —L lokdlis martingal - Girszanov-transzformaltja, igy lokalis
martingal a Q alatt. Vagyis

dP —~ 11— —
79 = °° (—L— 5 [—LD (T)=¢ (—L) _
igy a Q-bdl P-be felirt Griszanov-transzformacié miatt az

Né/v—[/v,—i} = N—[N,[L]—L] = N+][N,L]

lokdlis martingdl a P alatt.
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Integralreprezentacié és mértékcsere

Az M a feltétel szerint rendelkezik az integralreprezentdcids
tulajdonsaggal, igy van olyan Y, hogy

N+ [N,L] =N(0)+YeM.
A két oldal kvadratikus varidciéjat véve
[N, L] =[YeM, L =Ye[M,ML].

Tehat atrendezve

N = NO)+YeM—[N L =
= NO)+YeM—Ye[M,L]=
= NO)+Ye(M—[Mel])=
= N(0)+YeM,

ami éppen az allitas bizonyitdsa.
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Stochasztikus integrdlas és mértékcsere

Hasonléan 1dthaté be a kdvetkez6:

Theorem (Felcserélési szabdly)

Ha Q valamely Girszanov-transzformdcichoz tartozo ekvivalens
valoszintiségi mérték, és

akkor
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Stochasztikus integrdlas és mértékcsere

Tegyiik fel, hogy
N—N@O)=XeM

Legyen L a Girszanov-transzformacidban szereplé , kitevé”. Ekkor

[N, L] =[XeM,L =Xe[M,L].

Ezt a két oldalrdl kivonva

N — N (0) N—N(0)—I[N, L =
XoeM—Xe[ML]=
Xeo(M—[M,L) =
X o M.
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Kockdzatsemleges mérték meghatdrozasa

Rogzitsiink egy T idépontot. Miként kordbban, legyen
t 1 t
A(t)=E(—Oew)(t) =exp (—/ 6 (s,w)dw (s) — E/ 0% (s, w) ds> :
0 0

és legyen Q a A (T) altal definidlt ekvivalens lokalis martingdlmérték.
Ugyeljiink @ eléjelére! A gond abbdl szarmazik, hogy a kockazat piaci arat
pozitivnek szereznénk definidlni. Legyen Hy a T idépontban esedékes
pénziigyi tranzakcié. Tegyiik fel, hogy az F filtracié a modellben szereplé
w Wiener-folyamat filtraciéja. A modellben tehdat csak egy ,véletlen
forrds”, a w szerepelhet. Ha példdul az r és a y, vagy a o
meghatarozasahoz tovabbi Wiener-folyamatokra van sziikség és F az
Osszes Wiener-folyamat dltal meghatarozott filtracié, akkor a modell nem
teljes, vagyis az 6sszes Fr-mérhetd valtozé ardt nem tudjuk az aldbbi
drazdsi képlettel megadni.
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A fedez6 portfolio felirdsa

Vezessiik be az B
N(t) = EQ (Hr | Ft)

Q-martingalt. Természetesen csak akkor kapunk martingalt, ha a Ht
integrélhaté a Q alatt. Vegyiik észre, hogy az N adaptilt folyamat
replikdlja a Ht valtozét, ugyanis mivel Hr Fr-mérhetd trividlisan

N(T)=EQ(Hr | Fr) = Hr.

Ez azonban nem jelent semmit, ugyanis a replikdldst 6nfinanszirozé, alulrél
korlatos portfolival kell elvégezni.
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Az dnfinanszirozas biztositdsa

Az onfinanszirozds azt jelenti, hogy a diszkontdlt értékfolyamatot a
diszkontalt drak szerinti sztochasztikus integralként &llitjuk eld. Ehhez
elegendd megmutatni, hogy az N — N (0) eléallithaté X ¢ S médon. A

N-et a w integralreprezentdcids tulajdonsdga miatt felirhatjuk a w szerinti
integralként. Emlékeztetiink, hogy ha

akkor
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Az dnfinanszirozas biztositdsa

Felhasznalva, hogy oS # 0 és hogy a Girszanov-transzformacié
felcserélhetd a sztochasztikus integréldssal.

N—N@©)=Ye 5’;_ W= 05X
=Xe(0Sew) = <US¢W)£X0I\7:XOS

Tehat igazoltuk a kovetkezot:

Theorem (A piac teljessége)

Ha F a modellben szereplé w Wiener-folyamathoz tartozo filtracic és N
tetszbleges Q-martingdl az F filtrdciéra nézve, akkor az N eléallithato az
S sztochasztikus integraljaként:

N=N()+XeS.
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A piac teljessége

Felhaszndlva, hogy az Fy éppen a trividlis o-algebra ha most djra
N(T) = Hry, akkor

_ T o _ _ T
HT:N(T):N(O)+/ Xd5 = EQ (HT|.7-"0)+/ Xd5.
0 0

Bar a levezetésbél evidens, de érdemes hangstlyozni, hogy az X @ S
integral létezik. Ennek sziikséges és elégséges feltétele, hogy az

/X2 /52 as2ds—/ Y?ds

kifejezés majdnem minden kimenetelre véges legyen. Ami azonban az
integralreprezentacids tétel miatt trividlisan teljesiil.
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Evvel azonban még nem vagyunk készen, ugyanis folytonos idéhorizonton
csak alulrdl korldtos 6nfinanszirozé portfolidkat engediink meg. Ha a Hr
alulrdl korldtos, példaul ha a Hy nem negativ, akkor az

N(t) =E? (Hr | F)

alulrdl korlatos, igy a reprezentslé X e S is alulrél korlatos.
Kovetkezésképpen taldltunk egy olyan megengedett dnfinanszirozé
portfoliét, amellyel eléallitottuk a diszkontdlt H1 kdvetelést. Az
eléallitasban a konstans éppen EQ (H7) . Vegyiik észre, hogy szemben a
véges, diszkrét idéhorizontos esettel nem hivatkozhatunk kézvetleniil a
nincs arbitrazs feltételre, mert az alulrdl valé korldtossdg feltétele miatt
valamely megengedett portfolié minusz egyszerese nem lesz feltétleniil
alulrdl korldtos. Ezért diszkrét esethez képest kdzgazdasagilag egy kicsi
médositani kell a gondolatmenetet:
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Szuperreplikalas

Ha valaki a Hy tranzakcié eredményét , szintetikusan” kockdzatmentes
médon el6 akarja allitani, akkor egy olyan x kezdeti 6sszegre van sziiksége,
amelybdl inditott V' értékfolyamatra

\/T (X) > HT-

Definition

A fenti reldci6 teljesiilése esetén azt mondjuk, hogy az x kezdeti
befektetésbdl kiindulé portfolié szuperreplikdlja a H1 kdvetelést.
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Szupermartingal tulajdonsag

Diszkontdlva
VT (X) Z FT-

Az eléallitésban a V-nak onfinanszirozénak és alulrél korldtosnak kell
lenni. Mivel a V az 6nfinanszirozas definicidja miatt egy S szerinti
sztochasztikus integral, és mivel az S a Q alatt lokalis martingal, ezért a
V, mint sztochasztikus integrél, lokdlis martingal a Q alatt. Mivel alulrdl
korlatos, ezért szupermartingdl. Mivel a szupermartingdlok nem névelik a
varhato értéket, ezért

EQ(Vr(x) | Fo) <EQ (Vo (x) | Fo) = x.
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Van legkisebb replikdlé konstans

A terméket eladd oldal a termék eladdsabdl eredé kockdzatot tokéletesen
le akarja fedezni. Ezért csak akkor hajlandé az iizletbe belemenni, ha a
kapott 6sszegbdl fel tud épiteni egy szuperreplikdlé portfoliét. Ennek
indulé Gsszege azonban nem lehet kisebb mint

inf {x | V7 (x) > Hr} > EQ (Hr | 7).

Vegyiik észre, hogy a kordbban elmondottak miatt az infimum helyébe
minimum irhaté és a minimum értéke x = EQ (HT ] fo) és a
szuperreplikdlé egyenl6tlenség helyett egyenléség van, vagyis

\/T (X) = HT-

Ebb&| kévetkezden az x = EQ (H1 | Fo) az elads szempontjabdl egy
versenyképes 4r.
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Mi a helyzet a vevovel?

A kérdés csak az, hogy kérhet-e ettd| eltérd drat? Ha a tényleges 7t (Hr)
ar nagyobb mint EQ (FT | fo) , vagyis az imént konstrudlt, dnfinanszirozé
portfolié indulé koltsége, akkor a Hy draga, igy el kell adni, a reprezentalé
portfolié pedig olcsé és ezért azt meg kell venni. Ha eladjuk a Hr
tranzakciét és dinamikusan felépitjilk az X portfoliét, akkor a kdltségeink,
az értékfiiggvény, alulrél korlatos. A netté eredmény a t = T idépontban

Vr —Hr =N(T)Rr —Hr = HrRr — Hr =0,
a t = 0 idépontban pedig a bevétel és a koltség kiilonbsége
7'[(HT) — EQ (ﬁ‘r | fo) > 0,

ami arbitrdzs. Mivel a modellben a feltételek szerint van ekvivalens lokalis
martingdlmérték az arbitrazs lehetésége ellentmondds. Ha az ar kisebb
lenne, és a szerepl6k csak fedezett helyzetben hajlandék a terméket
kindlIni, akkor pusztdn arbitrdzs megfontoldsokra épitve senki sem lenne
hajlandé az iizletbe belemenni, vagyis nem lennének eladdk a piacon, igy
az lizlet nem jonne létre.
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A kozgazdasagi modell

Masképpen fogalmazva az drazéképlet biztositdsahoz sziikséges
kézgazdasagi modellben egyrészt az eladé a Hr-ért kapott arbdl fedezett
helyzetbe akar keriilni. Ha nem tudja a kovetelést lefedezni, akkor a
terméket a modell feltételei szerint nem adja el, ugyanis nem akar valédi
kockazatot vallalni. Az arbitrdzs lehetésége miatt az ar sziikségszeriien a
legolcsébb fedezeti portfolid indulé koltsége, ugyanis magasabb ar esetén
lehet arbitralni. Kozgazdaséagilag elképzelhetd, hogy a vevd hasznossagi
fiiggvénye olyan, hogy a EQ (Hr | ) dron nem akarja a terméket
megvenni, vagyis a vevd hasznossagi fliggvénye olyan, hogy csak

7t (H7) < EQ (Hr | o) 4r esetén hajlandé a terméket megvenni.
llyenkor, az eladé feltételezett ,,hozzdalldsa” miatt nincs iizlet és a termék
nincsen is a piacon.
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A kozgazdasagi modell

Szemben a szokvanyos kézgazdasagi helyzettel, az elad6é nem feltétleniil
akarja a terméket eladni, ugyanis az pusztdn egy matematikai formula, igy
nem romlik, nincsen gyartdsi koltsége stb. Vagyis a kereslet hidnya nem
vezet az dr csdkkenéséhez, illetve az alacsony ar nem feltétleniil vezett a
kereslet novekedéséhez. Ez utébbi oka, hogy a megengedett portfolidkra
tett korldtozds miatt az eladdsi oldalon nem lehet arbitralni. Hangstlyozni
kell, hogy a folytonos idéhorizonton a mogottes kézgazdasdgi modell nem
azonos a véges idéhorizonton vett modellel. Véges idéhorizonton mind a
két oldalon az arbitrazs lehetésége hatdrozza meg az drat a szereplék
~hozzadllastol" fiiggetleniil, vagyis véges idéhorizonton az alacsony ar
keresletet tdmaszt és emelni fogja az drat. Folytonos idéhorizonton a
duplazési stratégiabol eredd arbitrazs miatt a helyzet nem szimmetrikus.
Természetesen korldtos kifizetések esetén, példdul a put opciéknal, van
alulrdl és feliilrdl is korlatos replikalé stratégia, igy ilyenkor mind a két
irdnyba lehet arbitrélni.
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A fair ar definicidja

Az elmondottakat a kdvetkezé definiciéval foglalhatjuk Gssze:

Definition

Valamely Ht kovetelés fair drdn a
7T<HT) = min {X | VT (X,X) > HT}

értéket értjiik, feltéve ha létezik, ahol az X a lehetséges fedezd portfolié
silyok halmazan fut keresztiil.
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A modell 6sszefoglaldsa

Legyen w egy Wiener-folyamat és legyen F a w &ltal generdlt filtracio.
Tegyiik fel, hogy

t
R(t,w) = exp </ r(s, w) ds) ,
0
t 2 t
S(t,w) = S(0)exp (/ 1w (s, w) — "g"")ds+/ o (s, w) dw> .
0 0
Tegyiik fel tovdbba, hogy a kockdzat piaci dranak nevezett

0 (t,w) = P‘(t"(;’)(;:)(t' w)

folyamat esetén a

A(t) = E(~0ow)(t) = exp <—/0t9(s,w)dw(s)—;/ot92 (s,w)ds>

folyamat valédi martingal a [0, T| szakaszon.
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A modell 6sszefoglaldsa

Theorem
Legyen

Q(A)é/AA(T)dP, Ac Fr.

Ha Hy alulrol korlatos és F1-mérhetd, valamint

EQ (Hr) =E (EA(T)) < o0,

Rt

akkor a Hr fair dra éppen EQ (HT).
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1. megjegyzés

Természetesen a gondolatmenet kulcsa, egy olyan X konstrudldsa, amelyre

Hr

.
EQ (Fir | o) + | XdS.
0

A Q alatt az S lokalis martingal, igy a sztochasztikus integral szintén
lokdlis martingdl. Pusztdn ebbdl azonban semmilyen kovetkeztetés nem
lehetséges a

_ T o _
HT:X+/ de
0

alaku eléallitasokban szerepld x konstansokra. Itt [ép be az a megkdtés,
hogy az X e S integrélnak, vagyis a Hr-nak alulrél korlstosnak kell lenni.
Mivel Fatou-lemma miatt az alulrdl korlatos lokalis martingdlok
szupermartingdlok, vagyis ,vesztik" a varhaté értéket, ezért

EQ (fOT Xd§> < 0, igy biztosan x > EQ (FT) :
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1. megjegyzés

Természetesen matematikailag semmi sem zdrja, ki, hogy valamely

x > EQ (Ht | Fo) esetén az eléallitas ne teljesiiljon. Ennek az arakra valé
hatdsat kézgazdasdgilag és nem matematikailag zarjuk ki a nincsen
arbitrazs feltétellel. A gondolatmenetben a fészerepet nem az alulrél valé
korlatossag, hanem a sztochasztikus integral szupermartingal tulajdonsaga
jatszotta. Erre vonatkozélag azonban nehéz értelmes feltételt mondani.
Ugyanakkor korlatos kifizetéssel rendelkezd termékek esetén pusztan az
arbitrazs feltételére tdmaszkodva, vagyis a kockazati preferencidaktdl
fiiggetleniil, az EQ (Ht | Fo) = 7 (Hr) formula indokolhats, ugyanis
ilyenkor mind replikdlé portfolié mind a replikalé portfolié minusz
egyszerese megengedett, vagyis alulrél korldtos.
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2. megjegyzés

Az EQ (Hr | Fy) konstanshoz tartozé X e S replikald, alulrél korlatos
folyamat mindig martingal. A

_ _ T _
Hr = EQ (Hr | 7o) +/ Xds,
0

egyenl8ség csak akkor teljesiilhet, ha EQ (fOT XdS | .7-"()) =0, amibdl a
szupermartingdl tulajdonsdg miatt minden t < T-re

0=EQ (/00de> > EQ (/Oth5> > EQ (/OTXd5> —0,

igy EQ <f0t Xd§> = 0. Ha egy szupermartingdl tartja a vdrhato értéket,

akkor az martingal, igy az X @ S martingal.
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3. megjegyzés

7

A gondolatmenetben a fészerepet az integralreprezentdcios tétel jatszotta.
Technikailag a problémét a levezetésben az jelentette, hogy az N nem a P
alatt, hanem a Q alatt volt martingal, igy a P alatt csak szemimartingal
volt. Ugyanakkor a Q alatt pedig a w nem volt Wiener-folyamat. igy az
integrdlreprezentacios tétel kdzvetleniil nem volt alkalmazhaté. Felvethetd,
hogy miért nem alkalmaztuk az integralreprezentdcids tételt a w
Girszanov-transzformdltra a Q alatt. Ennek oka az, hogy a w ugyan
Wiener-folyamat a Q alatt az eredeti F filtraciéra nézve, de az dltala
generalt filtraciérél csak annyit tudunk, hogy része az F-nek, igy nem
tudjuk, hogy az N martingdl a w szerinti filtraciéra nézve, ugyanis
elképzelhetd, hogy az N nem is adaptalt az F-nél esetlegesen szlikebb w
altal generalt filtrdciéra nézve. Ez a komplikdcié abbdl ered, hogy a u, r és
o folyamatokrdl nem tettiik, fel, hogy konstansok. Ha ezt a tényleges
alkalmazdsokban kiemelkedéen fontos feltételt is megkoveteljiik, akkor erre
az extra |épésre nincsen sziikség, ugyanis a w (t) = w (t) + 0t 4ltal
generdlt filtracié trividlisan megegyezik a w altal generdlt filtracidval.
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4. megjegyzés

Vegyiik észre, hogy az integralreprezentdcids tételbdl szarmazé Y nem
feltétleniil folytonos. gy pusztan folytonos integrandusokkal az arazasi
problémat nem tudjuk megoldani, ugyanis az Y folyamat &ltaldban nem
folytonos, csak elérejelezhetd. Ez teszi sziikségessé, hogy nem folytonos
integrandusokra is targyaljuk a sztochasztikus integralast.
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5. megjegyzés

A pénziigyi irodalomban hangstlyozni szokas, hogy a derivativ drazds
problémadja a szerepldk kockdzati preferencidinak ismerete nélkiil oldhaté
meg. Ez az elmondottak alapjan csak részben igaz, ugyanis az drazé képlet
indokldsa soran fel kell tételezni, hogy a szereplék teljes fedezésre
torekszenek, vagyis teljesen kockdzat elutasiték. Az indoklds kulcsa a
lehetséges portfolidkra vonatkozé alulrdl valé korldtossag feltételezése volt.
A feltétel f6 elénye, hogy mértékinvaridns, igy jol illeszkedik a mértékcsere
dltalanos filozofidjdba”. Hatranya azonban, hogy az emlitett pénziigyi
gondolat nem igazolhaté maradéktalanul ilyenkor. Természetesen a kulcs
probléma a megengedett portfolidk definicidjaban van.
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5. megjegyzés

Egy alternativ lehetdség, ha feltessziik, hogy csak olyan portfolidk
megengedettek, amelyekre a portfolié stilyok £2 (S)—ba esnek. Haa Ht
szérdsa véges a Q alatt, tovdbbd a w és a w dltal generdlr filtraciok

egybeesenek, akkor az integrélreprezentacids tétel miatt alkalmas
Y € L2 (W)-ra

Fr =€ (Hr | 70) = (ve@)(T)= (JorSem) (T) -
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5. megjegyzés

Mivel az S-ot leiré sztochasztikus differencislegyenlet miatt

EQ (x2e [5](T)) — E9 (’”.[s}(roz

ezért X € L2 (S), vagyis az X megengedett. igy a diszkrét és véges
idéhorizonton elmondott gondolatmenetet megismételve a kockdzati
preferencidktdl fiiggetleniil igazolhaté az drazé képlet.
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5. megjegyzés

A megkozelités nyilvanvalé hatranya, hogy az X € L2 (S) feltétel nem
invarians a mértékcserére, ugyanis csak az L0 tér és nem az LP terek
valtozatlanok a mértékcsere soran. Nyilvdnvalé tovdbbd, hogy az

X € L2 (S) feltételt a Q alatt kell érteni. Ebb| kévetkezden a P mérték
mellett egy portfoli6 megengedett volta nem ellendrizheté kdzvetleniil, igy
fellép a , kalibracids probléma”, vagyis meg kell tudni becsiilni a P mérték
alatt a Q mérték alatti felirt folyamatok paramétereit.
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6. megjegyzés

Eziddig csak a t = 0 idépontra hatdroztuk meg az arakat. De milyen
folyamatot kdvet a szarmaztatott termék dra a 0 < t < T idészak alatt?
Megmutatjuk, hogy

7 (Hr) = exp (/Otr(s) ds) EQ(Hr | Fr) =

— EQ (exp(—/tTr(s)ds>-HT\ft>.

Medvegyev (Corvinus) Eurépai opcidk



6. megjegyzés

Tegyiik fel, hogy a derivativ terméknek van piaca és az dra a t idépontban
legyen 71: (HT) . Heurisztikusan gondolkodva, ha a t idépontban 7t; (Hr)
Osszegért megvessziik a derivativat, akkor ez T — t idé muilva Hy-t fog
érni. A két Osszeget jelenértékre hozva a nincsen arbitrazs feltétel miatt

77 (H7) exp (- /Otr(s) ds) — Hyexp <—/0T r (s) ds> ,

exp (— /tT r(s) ds) Hy = 1t (Hy) .

Ha a két oldalon feltételes vdrhaté értéket vesziink, akkor éppen a kivant
formuldt kapjuk.

amibdl
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6. megjegyzés

A bizonyitdst pontositva a kordbbi gondolatmenetben a 0 helyébe
mindenhol a t értéket irva az integralreprezentaciods tulajdonsdg miatt

)
Fr = E@ (fir | 7) + [ XdS.
t

Ugyanakkor a diszkontdlds tényezdjében is a O helyébe a t értéket kell irni,

igy a HT képlete
_ T
Ht = exp (—/ r(s) ds) Hrt.
t
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Black—Scholes modell

Az dltalanos diffuziés modellt tovabb konkretizalhatjuk. Ha a p,r ésa o
paraméterek konstansok, akkor szokas Black—Scholes modellrdl beszélni.
Azonnal lathatd, hogy a Black—Scholes modell esetén az &ltalanos drazasi
formula feltételei teljesiilnek. llyenkor a kockdzat piaci dra 0 = %
konstans. A Q kockazatmentes mértéket generald

A(t) =exp (—9W (t) — ;021“)
folyamat martingal és az
_ 0’2
S(t)=5(0)exp <(;1 —r)t— 2t+0w(t)>

diszkontalt drfolyam a Q (A) = [, A (T) dP lokdlis martingalmérték
mellett valédi martingal.
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Black—Scholes modell

Ennek igazoldsahoz elegendd beldtni, hogy az S varhaté értéke a Q mérték
alatt konstans, ugyanis mivel a Q alatt nem negativ lokalis martingal, ezért
biztosan szupermartingal. Mivel y — r = 60 ezért

EV(S(1) = E (S(t) Z,S) =E (S(t) exp (—9W(T> - %92 T>) -

(e(s )
~ E Esme(m (—9W(T)—;927> \]—“t)> _

= E(S(t)exp (—Gw(t)—;92t>):...
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Black—Scholes modell

EQ(S(t) — E(S(t)exp

(
exp <(9(7t ;(92+0)t+(0—0)w(t)>) -
(

= 5(0)5(
= 5(0)E<exp 0Pt (0w ()>>:
s ElERle-0w®) (o

exp ((9 —0)? t/2>

ahol az utolsé sorban kihasznaltuk a lognormalis eloszlds varhaté értékére
vonatkozé képletet.

Medvegyev (Corvinus) Eurépai opcidk 2009 87 / 135



Hataridds tigyletek
Hataridods ligyletek drazésa. l

Els6 példaként legyen Hr = S (T) — K, ahol K konstans. A kifejezés
alulrdl korldtos, igy az drazasi formula hasznalhaté. llyenkor

7 (Hr) = E? (Hr) =

S(O)EXp((y—fO' )T+ow(T))— K 1
exp (rT) exp(—0w (T) — 502) T) =

— S(0)E <exp <<(0—0)2 ;) T+((T—9)W(T))> -

—Kexp(—rT)E (exp (—ew (T) - %92 T)) .

:E(
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Hataridds tigyletek

Miként az el8z8 levezetésben az elsé kifejezés S (0), a masodik kifejezés
pedig a A (t) martingdl tulajdonsdga miatt éppen S (0) Kexp (—rT).

Madsképpen
m(Hr) =5(0) — Kexp(—rT).

A hatdridos tgyleteknél a K értékét dgy kell meghatdrozni, hogy
7T (H1) = 0 legyen. Ebbél

K=5(0)exp(rT).
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A kozonséges call opcidk dra. l

Térjiink ra a nevezetes Black—Scholes formula tdrgyaldsara. llyenkor

HT = max(O,ST—K) = (ST—K)+.

A konkrét formula tébb médon is kiszdmolhaté. A kérdés csak az, hogy
hogyan lehet ,egyszeriien” kiszdmolni.
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Bayes-formula

Minden ¢ a Q mérték szerint integrdlhaté valtozéra, ha

dQ

A(T) = 25,

akkor minden F € F; esetén
Je@ = [ea(mydp= [ " @A(T)| F)aP =
- [FeamFA @@
= /FEP (CA(T) ‘ j:t)A—l(t) dQ.

Mivel az utolsé integrélban szereplé kifejezés Fi-mérhetd, ezért igaz a
kovetkezé formula:
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Bayes-formula

Theorem

Ha létezik az EQ (¢ | G) feltételes varhatc érték és a Q és P mértékek
ekvivalensek, akkor
EVCIG) = EPEA(T)|9) A (1) =
£ (293 9)
EP (3 1 9)

Ezt a szabdlyt szokds Bayes-formuldnak is nevezni.
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Bayes-formula és az drmérce viltdsa

A Bayes-formuldnak van egy igen hasznos és szemléletes alkalmazasa.
Legyen D valamilyen termék, amelyik a Q martingdlmérték mellett
martingal. Uj drmércének valasszuk a D folyamatot. Ekkor az S folyamat
helyett az S = 5/D, a R = 1 helyett pedig a R = 1/D folyamatot kell
vizsgdlni. Mi lesz az (_A? ﬁ) modell martingdlmértéke?

Theorem

Legyen Q az (3, F) egy martingdlmértéke és tegyiik fel, hogy a D egy
pozitiv martingal a Q alatt a [0, T| szakaszon. Ha az R deriviltja

akkor az R az (3 ﬁ) egy martingdlmértéke.
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Bayes-formula és az drmérce viltdsa

A Bayes-formula szerint ha a Z egy martingal a Q alatt, akkor

D(T)

EQ ZT)@|f
R (Z(T) B (T(T dQ t
E ( |7 i

vagyis a Z/D martingdl az R alatt. Az 6sszefiiggésta Z =S és Z =R
esetekben alkalmazva éppen az allitast kapjuk.
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Black—Scholes-formula

Az drazasi formula alapjan a Black—Scholes-formula kiszamolasakor a

(St —K)* St K

Hr = exp (rT) - exp (rT)X (57 2 K) = exp (rT)

X (St > K)

integréljat kell a Q mérték alatt kiszamolni. Vildgos, hogy a diszkontalt
kifizetés alulrél korlatos és integralhaté a Q alatt.
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Black—Scholes-formula

A madsodik tag integralja konnyii:

b= B (ST 2 K] = T (ST 2 K) =
K K — K
- exp(rn"(STZK):exp(rr)Q(STZexpm)'
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Black—Scholes-formula

Mivel

_ 0'2
St = Syexp (O'VAVT — 2T> ,

ahol a w Wiener-folyamat a Q alatt, igy ha ® jelsli a standard normalis
eloszlds eloszlasfiiggvényét, akkor
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Black—Scholes-formula, masodik integral

b= eXPF((fT)Q <ST = expi((rT)) N
2
_ exp;((rT)Q (50 exp <awT - (;T> > exp’((m) _
- exp’(<rT) d (UWT - 022T = n ei?f&))
= exp}((er (UWT >In g) + (0;2 — r> T) =
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Black—Scholes-formula, masodik integral

K |n5£+<‘772—r>T
h = ——Q|[wr> =
exp (rT) o
K R |n5£—|—(%2—r)T
= (M| T2 - =
K 2
_ LQ _VAVT<_|nS+<02—r>T B
M\ VTS T
K ng+(r-9)T
— exp(rT) oV’ T
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Black—Scholes-formula, elsé integral

Az elsd integrélja némiképpen kinosabb, ugyanis az St nem emelheté ki az
integrélbdl. Ugyanakkor valasszuk most az S-ot diszkont tényezének. A
értékmércéhez tartozé derivélt képletét felhaszndlva

Il

h

(STX(ST > K)) =ER <5TX(ST > K) Zg)

\‘ Wl

— (STX(ST > K) 5T> = SR (ST > K).
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Black—Scholes-formula, elsé integral

A formula elénye, hogy ismét csak egy valdsziniiséget kell kiszamolni.
Persze gondot jelent, hogy nem tudjuk, pontosabban tudhatnank, de nem
akarjuk megtudni, hogy mi az R mérték. Ezért egy keriiléutat vdlasztunk:

R0 =5~ = e (e ) o)
Rt:T:T:S ex r — +7 t—ow (t .
=55 =51 p((r—n+5 (t
Mivel az R = 1 martingdl a Q alatt , az R pedig az tj drmércéshez tartozé

martingalmérték, ezért az R martingdl az R alatt..A Girszanov-formula
miatt a w-bél w* + at lesz az R alatt, vagyis

S5 (t) = Sy lexp (—ow* (t) — 5t)

alakd lesz, ahol w* Wiener-folyamat az R alatt, ami csak akkor lesz
martingal, ha § = 02/2, vagyis

(t) = Sy texp <—(7W* (t) — (7221“) ,

-1

S

ahol a w* Wiener-folyamat az R mérték mellett.
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Black—Scholes-formula, elsé integral

— K
h = R > K)=5R > — | =
= SRSz 0 = SR (5> )
© SR (572 %) - a (R < 0UT))

2
= SR (Solexp <—(TW*(T) - %T < exp(rT)) :
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Black—Scholes-formula, elsé integral

A mar ldtott médon ebbdl elemi szamoldssal
2 T
h = %R (50‘1 exp (—UW* (T) - (;T> < eXp;(r)> -

= SR (eXp (—aw* (T) - (722T> < Soexf((’T))

* o? So
— SR(—ow (1) T < ® T =
2 K
% 50 0’2
= SR(—ow (T) <InZp 4T+ T) =
w*(T)<In%+rT+%QT
vT oVT

)=
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Barrier opcidk

A barrier opcidk annyiben kiilénbdznek a kézdnséges opcidktdl, hogy az
értékiik nulla lesz, ha a részvény dra egy bizonyos szintet elér. Tekintsiink
egy olyan call opciét, amely megsziinik érvényes lenni, amint az S &r
valamely H fix érték ald csokken. llyenkor

Hr = (S(T) = K)" x(5:(T) 2 H)

ahol S, (T) jeloli az &r minimumét a [0, T| szakaszon. Az 4ltaldnos
drazasi képlet ismételten alkalmazhatd, ugyanis egy alulrél korltos,
Fr-mérhetd és Q-integralhato kifizetésrdl van szé:

7 (Hr) = E® (Fir) = exp (—rT)EQ ((S(T) = K) " x (5. (T) > H)) .

Ahhoz, hogy az integralt ki tudjuk szamolni, sziikségiink van az (S, S)
par egylittes eloszldsdra.
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A Wiener-folyamatok maximuma

Elészor a Wiener-folyamatokkal kapcsolatos egy dltaldnos kérdést
tisztazunk. A sztochasztikus folyamatok elméletében megjelend
objektumok eloszldsa a legritkdbb esetben adhaté meg zart egyszerii
formulaval. Eppen ezért rendkiviil fontosak azok az eloszlasok, amelyek
konkrét alakjat ismerjiik.

Definition
Legyen w Wiener-folyamat. A tovabbiakban jel6lje

w* (t) =sup{w(s):0<s <t} =max{w(s):0<s<t}.

A w* folyamatot a w maximumfolyamatdnak mondjuk.
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Tikrozési elv

Theorem

Ha w Wiener-folyamat, akkor tetszbleges T megdlldsi idbre a

R . w (t, ha t<
w(t w) = { 2w (T (w) ,(w)w_) w(t,w) ha t> :Ezg

a T megdlldsi idépontban ,tiikrozott” folyamat szintén Wiener-folyamat.

v

Evidens médon w (0) = 0 és a w folytonos. Ugyancsak nyilvdnvalé médon
w = 2w" — w. Ebbd| kévetkezéen a w lokdlis martingl.

W] = [2w'—w]=[]2w"] -2[2w", w]|+ [w] =
= 4[w]" — 4w, w]" + [w] = [w].

lgy a Lévy-féle karakterizaciés tétel szerint a w Wiener-folyamat.
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Egyiittes eloszlds

Theorem

Ha w* jelsli a w Wiener-folyamat maximumfolyamatat, akkor a
(w (t),w* (t)) pdr eloszldsa a ¢ > 0, b < ¢ tartomdnyon

P(w(t)§b,w*(t)2c):1—cl><2c\/_zb), ha ¢>0,b<c.

Az egyiittes eloszlds siiriiségfiiggvénye a ¢ > 0, b < ¢ tartomdnyon

fi(bc) = 2(2;/; b)qo <2c\/—2b) B

[22c—b (2c — b)?
= Et?)TeXp <—T>, haCZO,bS C.

Medvegyev (Corvinus)
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Egyiittes eloszlds

Rogzitsiik az y > 0 értéket és vezessiik be a
T, =inf(t:w(t) =y)
idépontban |, tiikrozott"”

A L w(tw) ha t<T,(w)
W(t,CO)—{zy_W(a;'w) ha tziy(w

folyamatot.
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Egviittes eloszlas

A tiikrozési elv miatt miatt a w szintén Wiener-folyamat. Ebbél
kovetkezben, ha x <y

P(w(t)<x,w'(t)>y) = P(w(t)<x1,<t)=
= PQy—w(t) 22y —x,1, <)
= Pw(t)>2y —x,7, <t).

A w Wiener-folyamat, tovdbba a T, evidens médon azonos a w és a w
folyamatokra, ugyanis a w éppen a T, idépontban tiikrozstt
Wiener-folyamat. Ezért, a 7, helyébe is T, irhat6, ahol értelemszeriien a
T, jeloli a w y-hoz tartozé elsé elérési idejét.

Medvegyev (Corvinus) Eurépai opcidk



Egyiittes eloszlds

Mivel y — x > 0, és ezért

{w(t) =2y —x} C{w(t) >y} S {(W)" (t) >y} = {7, < t},
kovetkezésképpen
Pw(t)<bw (t)>c) = P(w(t)>2c—b7, <1t)=

_ P(vAv(t)ZQC—b)zl—dD(zC\/_Eb>-

A kifejezést derivdlva éppen a megadott képletet kapjuk.
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Egyiittes eloszlds

Felmeriil a kérdés, hogy mit lehet mondani a b > ¢ esetben. Mivel

P(w(t)<bw'(t)>c)=P(BNC)=P(C)—P(B°NC)=
=P(w"(t)>c)—P(w(t)>bw'(t)>c)=
=P (w*(t)>c)—P(w(t)>b),

ugyanis mivel b > ¢, ezért

{w(t) > b} C{w" (1) > b} C{w"(t) > c}.
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Egyiittes eloszlds

Természetesen b
P t)>b)=1—-P —|.
(w(t) > b) ( ﬁ)

Emlékeztetiink, hogy ha a > 0, akkor a T, slirliségfiiggvénye

d 1 &
dtP( t)=a — exp (_21‘) :
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Egyiittes eloszlds

Ezt t szerint derivalva

d _a a2 32

Kovetkezésképpen a P (17, <'t) ésa2-P(w(t) > a) fiiggvények t
szerinti derivdltja azonos. Ha t = 0, akkor

U@)=2-P(w(0)>a)=0
és
P(7,<0)=0,
igy a két fiiggvény megegyezik, vagyis
2-P(w(t) >a)=P(lw(t)] > a) =P (1, < t) =P (w" () > a)

minden t-re.
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Egyiittes eloszlds

Kovetkezésképpen
P(w'(t)>c)=2P(w(t)>c)= (1—q> (\2))
Osszefoglalva tehat, ha b > ¢, akkor
F(bc) = P(w(t)<bw'(t)=c)=
- fi-e(2)-(-o(3) -
= 1-20 (\2) +q>(bt>.

Medvegyev (Corvinus) Eurépai opcidk 2009 114 / 135



Egyiittes eloszlds

Vegyiik észre, hogy
a2
dbdc
igy ilyenkor nincsen kétvdltozos siirliségfiiggvény.

F (b, c) =0,

Medvegyev (Corvinus) Eurépai opcidk



Trenddel rendelkezé Wiener-folyamatok

Legyen X (t) = w (t) + put egy ut alakd trenddel rendelkezd
Wiener-folyamat. Jelélje X* az X maximumfolyamatat. Ha hogy
c>0,b<c, akkor az (X (T),X* (T)) egyiittes eloszldsanak
siiriiségfiiggvénye

f(bc)= 2 (i_i/;b)(p (b;;T) exp (y - %sz) :
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Egyiittes eloszlds

Vezessiik be a

martingdlt. Az
R(A):/A(T)dP
A

mérték, amely a (—pu)-hez tartozé Girszanov-transzformalt, mellett az X
Wiener-folyamat. Ha —oo < b < ¢, akkor legyen

A={X(T)<bX*(T)<c}.
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Egyiittes eloszlds

llyenkor az X képletét beirva

F(bc) = P(A)=E(xa) = ER (XAA T

= EX (XAexp<#W + V T))
= € (yem (u(X (D) -7y + 5027) ) =

— € (e (wx (1) - 3T ) ).
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Egyiittes eloszlds

Ha f a Wiener-folyamat és a maximumanak egyiittes eloszlasnak
siirtiségfiiggvénye, akkor, felhasznalva, hogy

o een(5)

az [ u' (x)exp (u(x)) dx integrélasi szabalya alapjan

/ch@y)dy _ Aci(zi%z)?(z{&Z)dy:

- () e (57)
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Egyiittes eloszlds

Az R alatt az X Wiener-folyamat, igy
b c 1
F (b, c) :/ / exp (yz—2y2T> f(z,y)dydz =
—0 JO

b C
:/_ooexp (VZ_;P‘N-)/O f(z,y)dydz =

b 1 1 5
= [ eplnz = 3t ) = lo(—=) — o2
° E 2 1 b+ z b—2c+z

:[wexp(ﬂ(z+b)_ 2.” T)ﬁ(ﬁo( ﬁ)_q)( ﬁ ))dz:
= exp <plb— ;;ﬂT) (¥ (b) — ¥ (b—2¢)),

z—2c

))dz =
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Egyiittes eloszlds

ahol
¥ (h) = \F/ exp (1 go(uj?z>dz:

= — exp( —(+)>dz:

2T
B 1 (u+z)2 B
~ VenT eXp(_V” ( (z+u) =57 >d2_
B 1 (u+2)>=2Tu(z+u)
= \/mexp( ],tu ( 5T dz
1 ut+z—pu'T

)L (57
(3o
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Egyiittes eloszlds

Visszahelyettesitve

F(b,c)=d (b;;T> — exp (2pc) (b_QC\FT_”T) .

Derivélva az egyiittes siiriiségfiiggvény

2, (4T - 7).
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Egyiittes eloszlds

Theorem

Legyen X (t) = ut +ow (t). llyenkor az (X, X*) egyiittes eloszldsanak
siiriiségfiiggvénye

092220 (e (o 7))

Az eloszlasfiiggvény

() -leb)o (2

feltéve, hogy ¢ > 0,b < c.
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Egyiittes eloszlds

Elegend6 az
X (t) = §t+w(t)

folyamatra alkalmazni az el6z6 formuldt és mindenhol az
eloszlasfiiggvényben a y a b és a ¢ helyébe u/o-at, b/o-at és c/o-at irni,
ugyanis

P(X(T)<b X" (T)<c) :p(%(r) < g,X*(T) < ;)

2009 124 / 135
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Egyiittes eloszlds

Legyen (S, R) egy Black—Scholes modell. Legyen

2

ng+(r-%)7

dr =
3 /T

illetve

2 2
Inde+(r—%) T
T '

Ha S, jeléli az S minimum folyamatat, akkor

dy =

Q(S(T) > K,S. (T) > H) = ® (ds) — (ﬂ)w o).
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Egyiittes eloszlds

A Q mérték alatt
S(T) = 5(0)exp<(f—022>T+m7v(T))é
= S(0)exp(Y(T))

ahol a w Wiener-folyamat a Q alatt. Ebbdl, ha U jelsli a fenti sorban
szerepld halmazt, akkor

QU) = Q(S(T)>K.S.(T) > H) =
- Q(Y(T)>I 5}((0) Y(T)st’(“'o)):

- Q(—Y(T)SI 5;((0),—v*(r)g|n5£10)):
S
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Egyiittes eloszlds

Természetesen

—Y(T) = (—r+‘722> T+o(—w(T)).

De a —w Wiener-folyamat a Q alatt, igy az el6z6 lemma alkalmazhaté a

S
_ ..5(0)
b = In %
_ . 5(0)
c = In m

paraméterek mellett.
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Az opcié drazasa

Vegyiik észre, mivel H < S (0) értelemszeriien teljesiil, ugyanis ellenkezd

esetben az opcié dra mindig nulla. Ugyancsak érvényes a K > H, hiszen a
K < H eset értelmetlen. Igy ¢ > 0, b < ¢, tehat a kordbbi formuldk
haszndlhatdéak. llyenkor egyszer(i behelyettesitéssel

S5(0 2
@('anJr(r—Z)T)_ (=2, 50,
e exp(—5—In—

T )

*P(
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Az opcié drazasa

Ez pedig éppen

2 2
S(0)\! 2/ s +(r=%) T
vl (S0) 7 (M (r-%)

Ez azonban éppen
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Az opcié drazasa

Legyen (S, R) egy Black—Scholes modell. Legyen

|n%+<r+‘§) T

d pu—
° oV T
és , ,
In 2 + (r + "7) T
d =
’ VT
Ekkor

EQS(T)x(S(T) > K,S5.(T) > H)) =
142r /02
— G ee () (cp(d5) _ (;) qn(dﬁ)) .
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Az opcié drazasa

A Q mérték alatt

2
S(T)=5(0)exp ((r— (72) T—l—UW(T))
alakd, ahol w Wiener-folyamat. Vegyiik észre, hogy

sSm__sm  _ (1. =
50 = 5@erer ~ P (-F T WD)

éppen az S armércéhez tartozé derivalt.
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Az opcié drazasa

Tekintsiik a

dQ 2
derivélttal adott djy mértéket. Ekkor

dR 2
— =exp (—UT+UW(T))

EQ(S(T)x(S(T) > K,S.(T) > H))
_ R (S(T)X(S(T) > K, S, (T) > H)dg) _
H

= 5(0)exp (rT)ER (x (S(T) > K, 5. (T) >
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Az opcié drazasa

Uj darmércét bevezetve az ij srmércéhez tartozé R mérték alatt a
w(t)=w(t)—ot
Wiener-folyamat, igy
o2
S(T)=-exp <m7v(t) + <r+ 2) T) :
Ebbdl a keresett

ER (X (S(T) = K,S5.(T) > H))

visszavezethet6 az el6z6 példdra, avval az eltéréssel, hogy most az

r J— 0.72
2
helyébe mindenhol az
+ -
T

kifejezést kell irni.
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Az opcié drazasa

Vegyiik észre, hogy a kitevében szerepld

2r 1= r— %2
o2 T 02
helyébe
2
r+%  2r
2 —2t !
keriil.
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Az opcié drazasa

Végezetiil szamoljuk ki az drat. Legyen
U={S(T)>K,5(T)>H}.

Az U halmazon kiviil a kifizetés nulla, az U halmazon pedig S (T) — K.
Ebbdl kévetkezéen az el6zd két allitds felhasznalasaval

m(Hr) = exp(=rT)EY(S(T) = K)" x(S:(T) > H) =
= exp(—rT)EX(S(T)xy) —exp (—rT) KE? (xy) =

= S (@ ds) — <50>1+2r/a <I>(d6)> _

2r/(7271
—exp(—rT)K <q) <I>(d4)>.

I
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