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Amerikai opciok diszkrét idGhorizonton

Az arazasi formula

Az amerikai szarmaztatott termékek olyan termékek, amelyek tetszéleges id6pontban lehivha-
téak. Mivel az alapfeltevés az, hogy a jové nem lathato elére, a lehivas tetszdleges megallési id6
mentén torténhet. Legyen tehat adott egy H = (H,,) folyamat. A folyamat tulajdonosanak joga
van egy 7 megallasi id6 kivilasztasdhoz, és az w kimenetel esetén a H, () (w) értéket ,lekaszalni".
Az eurtpai szarmaztatott termékek esetén csak a 7 = T megengedett, ahol T < oo a szarmazta-
tott termeék lejarati ideje. Feltessziik, hogy a H valamilyen értelemben a (B, S) alapfolyamatokhoz
kotott, vagyis feltesziik, hogy a H adaptélt az eldre rogzitett (F,,) filtraciora nézve. Feltessziik
tovabba, hogy az S altal definialt piac teljes, valamint, hogy a piacon nincsen arbitrazs. Fetessziik
tehat, hogy az (2,.A) mérhetd struktiran van, mégpedig egyetlen Q martingal mérték, amelyre
nézve az S diszkontalt drfolyam martingal. A kérdés a kovetkezd:

Mennyi a H ara?

Az alapfeltétel, hogy a H szarmaztatott terméket eladd személy a H lehivasdnak idépontjaban
fedezett allapotban akar lenni. Ehhez az sziikséges, hogy a szarmaztatott termék x &rabol egy
olyan 6nfinanszirozo portfoliot tudjon épiteni, amely V' (z) értékfolyamatara tetszéleges T megallasi
id6 esetén V; (x) > H, legyen. Természetesen ehhez sziikséges és elegendd, ha minden 0 <n < T
idépontra V,, (z) > H,.

Definicio.
Valamely x kezddértékbdl kiinduld onfinanszirozo stratégia szuperreplikdlja a H szdrmaztatott ter-
méket, ha a V (x) értékfolyamatra minden n idépontra V,, (x) > H,.

Termeészetesen a vevs sem akar az iizleten vesziteni, ezért csak akkor hajlandé az x aron az
iizletbe belemenni, ha van olyan 7 megéallasi id6, amelyre

H.=V,.

Ugyanis ha ez nem teljesiilne, akkor a szuperreplikalé tulajdonsag miatt az elado szisztematikusan
keresne rajta, igy 6 is inkdbb eladnd mint megvenné a H szarmaztatott terméket. Maéasképpen
fogalmazva, ha van olyan x, amelyhez tartozik szuperreplikalé portfoli6 és 7 megallasi id&, amelyre
a H, = V. egyenl&ség teljesiil, akkor = éppen a H szarmaztatott termék ara. Megint mésképpen
fogalmazva, ha 7 (H) > x, akkor a szarmaztatott termék draga, igy eladva és az a-bdl felépitve a
szuperreplikalo portfoliot biztos nyereséghez jutunk. Ha pedig = > 7 (H) , akkor a szuperreplikald
portfoliot eladva és a szdrmaztatott terméket megvéve és a T idgpontban lehivva biztos nyereséghez
juthatunk.

Az amerikai opciok arazasi problémajanak megoldasahoz két kérdést kell tisztéazni:

Létezik-e a megadott tulajdonsdga (7,x) és hogyan szamolhat6 ki a (7,z) par a modellben
szereplé paraméterekbél?

Emlékeztetiink, hogy ha a V 6nfinanszirozé, akkor a V' diszkontalt értékfolyamat martingal.
Ilyenkor a megallasi opciokrol szolo tétel miatt minden 0 < 7 < T megallasi idére

="V, (z) =Vo(z) =E?(V, (z)) = E <Vig(0x)> > E® <g]§> : (1)

Vagyis

H;
x=Vy(z) > SlipEQ (SO) .
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Ha alkalmasan vélasztott 7 esetén egyenlGség van, akkor a H ara

H HT HT*
7(H) =z ="V, () :stTlpEQ (Sg) = max EQ <S’O> = EQ <SO >,

s
T T*

A kérdés tehat a kovetkezds:

Miként szamolhato ki a "
supEQ [ =~
> (SS )
kifejezés és miként hatarozhaté meg a 7, ahol a szuprémum felvevédik?

Példa.
Amerikai call opcid.

Legyen H amerikai call opcié. Ilyenkor

H,= (S, - K)".

— S, K\T
- (G-5)

Az S a Q alatt martingdl. Ha feltessziik, hogy az 1/Sy diszkonttényezs csdkken, akkor a

A diszkontéalt kifizetés

K
=

kifejezés varhato értéke né, vagyis az
S, K

59 8%
szintén noveli a varhato értéket, vagyis szubmartingél. Szubmartingélok konvex és monoton néve-

kedd fiiggvénye szintén szubmartingdl. A szubmartingalokra vonatkozo megéllasi opcidkrol szold
tétel miatt tetszéleges ™ megallasi id6 esetén

H H
2 () == (&)
50 S0

Igy az elmondottak miatt a call opci6 ara

H
m(H)=ER( -
St
amely azonos az eurdépai opcié araval. A put opciok esetén

H,=(K-5,)"%.

K S,
Sp Sh
kifejezés azonban szupermartingdl. Szupermartingalok monoton névé konkéav és nem konvex fiigg-

vénye lesz szupermartingdl, igy a bemutatott gondolatmenet a put opci6 esetén nem alkalmazhato.
O

Snell-féle burkolo
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Az arazas megoldasahoz sziikséges optimalizécios feladatot szokas az optimaélis megallitas prob-
lémajanak mondani. Az amerikai opciok arazési feladatdnak megoldasa céljabol elGszor ezt a ma-
tematikai problémét kell megvizsgdlnunk. A kiilonb6z6 integréilok és feltételes varhato értékek
létezésének biztositasa céljabol az egyszertiség kedvért tegyiik fel, hogy H > 0. Legyen tehat
(Q, A, P) tetszoleges valoszintiségi mezs és legyen H tetszdleges adaptalt folyamat. Hogyan sza-
molhato ki a

sup E (H)? (2)
-

A keresett értéket visszafelé vald indukcioval tudjuk kiszdmolni. Jeldljet A,, an < 7 < T egyen-
16tlenséget kielégité megallasi idok halmazat. Speciélisan Ay az Osszes megéllasi id6k halmaza.
Legyen
X, = sup E(H, | F,).
TEA,

Ha feltessziik, hogy Fo = {0, Q}, akkor X egy konstans és az értéke éppen (2). Vegyiik azonban
észre, hogy ha az (Q, A, P) folott értelmezett megallasi id6k halmaza nem megszamlalhato, akkor
a szuprémum mogotti kifejezés nem lesz feltétleniil F,,-mérhets. Ilyenkor sup helyett lényeges
szuprémumot kell irni. Ha persze feltessziik, hogy a valoszintiségi mezd végesen generalt, akkor a
A, szintén véges, igy ilyenkor nem lépnek fel mérhetségi problémék. Vegyiik ugyanakkor azt
is észre, hogy mivel a feltételes varhato érték csak nulla valészintség halmazok erejéig értelmes
a szuprémum hasznalata elvileg is problémas, ugyanis nem vildgos, hogy melyik verzigjat kell a
feltételes varhato értéknek venni.

Foglalkozzunk tehat réviden a lényeges szuprémum fogalméval.

Definicio.
Legyen A F-mérhetd valos értéki fliigguények eqy halmaza. Az F-mérhetd g fiiggvény az A halmaz
lényeges szuprémuma, ha

m.m.
1. f < g, minden f € A esetén, vagyis a g az A minden elemét majdnem mindenhol érte-
lemben domindlja, és
2. a g a legkisebb ilyen fiiggvény, vagyis ha a h egy olyan fiiggvény amely az A minden elemét

majdnem mindenhol domindlja, akkor g mé" h.

Definition Amennyiben hangstilyozni akarjuk hogy lényeges szuprémumrol van sz6, akkor a lényeges szup-
rémumot az esssup médon fogjuk jeldlni.

Hangsulyozni kell, hogy a lényeges szuprémum F-mérhets. Ha F = {0, Q}, akkor a sup és az
esssup azonoak. Ugyancsak hangsilyozni kell, hogy az esssup egy kiterjesztett valos szam értéki
fiiggvény, vagyis felveheti a +o0o értéket is.

Allitas.
Tetszdleges A wvalds értékd mérhetd figguények esetén létezik a g = esssup A fiiggvény. Létezik
olyan (f,) C A sorozat, amelyre

.m..

sup fr "= g-
Ha az A halmaz hdld, vagyis a,b € A esetén max (a,b) € A, akkor az (f,) C A sorozat vdlaszthato
olymddon, hogy f, /‘ . g.

Bizonyitas: Az R rendezési struktiraja ekvivalens a [0, 1] rendezésével®, igy feltehets, hogy
az A halmaz [0,1] értékd fiiggvényekbdl all, vagyis feltehetd, hogy az A elemei integralhatoak.

LAz R rendezett halmazban minden nem iires halmaz rendelkezik szuprémummal, a szuprémum legfeljebb +oo.
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Legyen N az A osszes megszdmlalhatoé részhalmazabol allo halmaz. Ha N € N, akkor az N
megszamlalhato, igy az fy = sup,cy fn fiiggvény mérhets. Tekintsiik a

1>a= sup E(fwn)
NeN

szdmot. Az a szuprémum eléretik, ugyanis ha N, € N egy olyan sorozat, amelyre E (fn,,) /" a,
akkor N = U,,N,, € N, és E (fn) = a, ugyanis

a>E(fn) >2E(fn,) — o

Nyilvan

g=fn=supf,
neN

mérheté. Megmutatjuk, a g egy jo valasztas az esssup fliggvényre. Ha f € A, akkor a B =
(fn)pen U f egy megszamlalhat csalad és

fB=>f, fB=fn,

mikozben
a>E(fp) 2E(fn) =q,

amibsl 0 < E (fg) =E (fn) <1 < 0, igy

g=fn"=" fg>f

Hasonl6 érvelés alapjan ha h > A, akkor h "=" g. Ha az A halo, akkor tekinthetjiik a h, =

maxg<n fr, € A névekedd sorozatot, és nyilvanvaléan h,, " sup,, f g,
O

Definicié.
Az

X, = esssupE (H, | F,,).
TEA,

sorozatot a H Snell-burkoldjinak szokds mondani.

Hangsulyozzuk, hogy az 1j definicié6 nem moédositja az X értékét, amely egy valos szam.

Allitas.

A Snell-burkolé elemei kiszamolhatdak a kévetkezd hdtrafelé haladé indukcidval:
Xr = Hr
X, = max(H,,E(Xn41|Fn)).

Bizonyitas: Jelolje )?n az allitasban szerepld, hatrafelé halad6 indukcios eljards eredményét.
Az Xp = Hr = X7 egyenldség nyilvanvalo, ugyanis Ap = {T'} és a H adaptalt, igy a Hy nyilvan
Fr-mérhets. Az n konstans megéallasi id6, n € A,,, a H adaptalt, igy nyilvan

X, = E(H, | F)) ™ H,.
Megjegyezziik, hogy a lényeges szuprémum mogott 4116
G=A{E(H, | F,): 7€ A}
halmaz halo, vagyis ha H,, , H,, € G, akkor a max (H.,, H;,) € G is teljesiil. Legyen

B={E(H,, | F) <E(H., | Fn)} € Fn,
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és
T = XpeT1 + XBT2-
Egyrészt 7 > n, mésrészt, ha t > n, akkor
{r<ty={r1 <t}NnBY)U ({2 <t} NB) € F,
igy 7 € A,,. Ugyanakkor
E(H; | F.) = E(xpHr +xpHr, | Fn)=

= XxpE(H:, | Fn) +xpE(H:, | Frn) =
= max(E(H,, | F,).E(Hy, [ Fn)).

A lényeges szuprémum alaptulajdonsiga miatt van olyan megallasi id6kbdl allo sorozat, hogy
Tk € An-‘,—lv és

E(Hr, | Fot1) / Xosr.
Az F,, szerint feltételes varhato értéket véve és felhasznélva, hogy F,, C F,41 valamint hogy
An+1 € A, afeltételes varhato értékekre vonatkozd monoton konvergencia tétel szerint
EX,11|F,) = E (lilgnE(HTk | Frs1) | ]—"n> =
= hlinE(E (Hrk | ]:n-l-l) | ]:n) =
= h’{nE(HTk | fn) < Xy,
Ebbdl kovetkezGen .
X, > max(H,,E(X,11 | Fn)) = X,.
Most térjiink ra a masik irdny igazolasara. Tetszleges T € A,, esetén
H‘f‘ = H’VIX{Tzn} + HTV(’IL+1)X{7—>7L}7

ahol 7V (n+1) = max(n+ 1,7). Fontos hangstlyozni, hogy 7V (n+1) € A, 41, igy az X141
definici6ja szerint

m.m.
E (Hrymt) | Far1) < Xog

A két oldalon feltételes varhato értéket véve
E (HT\/(n+1) | fn) =E (E (H‘r\/(n-l—l) | fnJrl) | fn) S V E (Xn+1 | fn) .
Igy minden 7 € A,, esetén

E(H: | Fn) = HuXprepy +E(Hrvmin) | Fo) Xrony <
HHX{T:n} +E (Xn+1 | ‘7:71) X{T>n} <
max (Hn, B (Xni1 | Fn)) = Xn,

IA

IN

kovetkezésképpen R
X, = esssupE (H, | F,) < X,,.

Osszefoglalva: X = X.

Allitas.
Az X Snell-burkold a legkisebb olyan (F,)-szupermartingale, amely domindlja a H folyamatot.
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Bizonyitas: Az el6z6 allitas szerint X,, > H,, és X,, > E(X,11 | F,), és az X dominéalja
a H folyamatot és az X szupermartingal®>. Legyen Y egy masik olyan szupermartingal, amely
dominélja a H folyamatot. Ekkor Y > Hpr = Xp. Az Y szupermartingdl, igy

Yr 1 >E X7 | Fro1) 2 E(Hr | Fr—1) =E (X7 | Fr-1),

igy
Yr_1 > max (Hp_1,E(X7r | Fro1)) = Xr_1.

Altalaban visszafelé halad6 indukcioval

Ynfl Z E(Yn | fnfl) 2 E(Xn ‘ anfl)a

igy
Yn—l > max (Hn—laE(Xn | fn—l)) = Xn—1~
O
Létezik-e 7* optimalis megallasi stratégia, vagyis a szuprémum helyébe irhat6-e maximum?
Allitas.
A
T =min{n >0: H, = X,} (3)

vdltozd egyrészt véges® megdlldsi idd, mdsrészt a T* optimdlis megdlldsi idg.

Bizonyitas: A 7* megallasi id6, ugyanis

{r"=0} = {Ho=Xo} € Fo
{T* = n} = {Hn = Xn} N (ﬁ {Hk < Xk}) € Fn

ugyanis az X és a H adaptaltak. (A 7* éppen a H — X talélati ideje a B = {0} halmaz esetén.)
A Snell-burkolé definicioja alapjan Xp = Hrp, igy biztosan 0 < 7% < T. Megmutatjuk, hogy a

o

X7 = X, ar megallitott folyamat martingal. Legyen
Tpn =x(TF>n).
A 7% megallasi idg, igy
{xp,=1y={r">n}={r"<n—-1}"€ F._1,
kovetkezésképpen az x folyamat el6rejelezhets. Nyilvan
Xi = Xily =m0 (Xn = Xpa). (4)

Mivel a 7* az els6 olyan n, amelyre H,, = X,,, igy a {7* > n} halmazon X,,_; > H,_;. Mivel az
indukcids formula szerint
Xn—l = max (Hn—la E (Xn | ]:n—l)) 5

ezért a {T* > n} halmazon X, 1 = E(X,, | F,_1). Igy a (4) alapjan, felhasznélva, hogy az z,,
Fn—1-mérhets
E (X:’L—* - X:;*—l | fn—l) = an (Xn - Xn—l ‘ fn—l) =
= x{r">n}(EX,]|Fu-1) — Xn-1) =0,

2Emlékeztetiink, hogy a szupermartingalok definiciéja szerint az X ~-nak integralhatonak kell lenni. Mivel
azonban a feltételek szerint H > 0 ez biztosan teljesiil.
3Ha a feltétel a minimum mégstt nem teljesiilne, akkor a megallasi szabaly definicié szerint +oo lenne.
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kovetkezésképpen az X7+ martingdl. Az X, konstans, ugyanis a modell definici6ja szerint Fy =
{0,9Q}, igy az X™ martingal tulajdonsiga szerint

Xo= X =B (X;') =E(X:) =E(H:).

ahol az utols6 egyenléség a X« = H,« kdvetkezménye. Legyen 0 < 7 < T, tetsz6leges megallasi
id6. Az imént belatottak és az X definicioja miatt

E (HT*) =Xo= sup E (H'r) >E (H'r) )
kovetkezésképpen 7* valoban optimalis megallasi idé.
O

Altalaban az optimalis megallasi id6 nem egyértelmii. Ervényes a kovetkezs karakterizacio:

Kdvetkezmény. (Optimalitasi kritérium)
Valamely T megdlldsi idd optimdlis a H kifizetés esetén pontosan akkor, ha

1. H. =X,
2. az XT megdllitott folyamat martingdl, ahol

X a H Snell-burkoldja.

Bizonyitas: Az egyik irdny az el6z6 allitas bizonyitasa alapjan vilagos: Ha a feltétel teljesiil,
akkor a 7 optimaélis. Csak azt kell belatni, hogy ha a 7 optimélis, akkor érvénye az 1. és a 2.

Mivel az X dominalja a H kifizetést, ezért H < X, igy H; < X,.. Ha a 7 optimaélis, akkor a
megéallasi opciokrol szolo tétel alapjan, felhasznalva, hogy az X szupermartingal

Xo = E(H,) < E(X,) < E (Xo) = Xo,

ami csak ugy teljesiilhet, ha teljesiil az elsé feltétel, vagyis H, = X,. Be akarjuk latni a masodik
feltételt. A mar belatott elss feltétel szerint

Xo =B (H,) =E(X,).
Az X szupermartingal, igy a megallasi opciokrol sz6lo tétel szerint
Xo 2 E(X,n0) 2 E(X;) = X
Tehat
E(X;an) =E(X,)=E(E(X,|F.)). (5)

A megallitott szupermartingal szintén szupermartingdl, igy az X7 szupermartingédl. Ezt felhasz-
néalva
X[ = Xonn 2 E(X7 | ) = E(X, | ).

n

Az (5) szerint az el6z6 sorban egyenlGség van, igy

Xr " E(X, | F),

n
kovetkezésképpen az X7 az X, fix valtozé (F,) szerinti varhato értékeibdl all, igy valoban mar-
tingal.
O

Ko6vetkezmény.
A (3) sorban definidlt megdlldsi idé a legkisebb optimdlis megdlldso idé.
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A Doob—DMeyer felbontas és a szuperhedge 1étezése
Térjlink vissza az amerikai opciok arazasi problémajara.

Allitas. (Doob—Meyer felbontas)
Ha X szupermartingdl*, akkor van olyan M martingdl és A eldrejelentjezd, novekedd folyamat,
hogy

X=M+A Ay=0.

Bizonyitas: Legyen My = Xy, Ag =0, és

n—1 n—1
My = Xo+ Y (Xj1 —EXju1 | F)), A=Y (BE(Xj | F) - X))
j=0 j=0

Konnyen lathato, hogy X = M + A.
E(Myi | Fo) = B Xo+Y (X1 —EXj [ F) | Fu | =
§=0

= EXo|F)+ D> EXj11—EXu | F) | Fa) =
j=0

n—1
Xo+ > (X1 —E(X;11 | 7)) +0,

j=0

igy M martingal. Az X szubmartingél, igy E (X,41 | F;) — X, > 0 kovetkezésképpen az A,, F,_1-
mérhet6 és novekeds. Megmutatjuk, hogy a felbontas egyértelmd. Ha X,, = M/ + Al egy maésik
felbontéas, akkor
A:L-i—l - A/n = Xngp1— Mr':,+1 - (Xn*Mrlz,) =
= (Xn-i-l - Xn) - (lel-&-l - Mé) =
App1 — Ap + (Mpyy — M) — (M, — M)

,

Ha az F,,-szerint feltételes varhato értéket vesziink, majd felhasznaljuk, hogy az A |[ az A’ el6re-
jelezhetd, valamint, hogy az M és az M’ martingal

= AL = Ay — Ay +0—0.

Mivel Ay = A} = 0, ezért minden n-re A, = A},. Ezt felhasznélva az M, = M), egyenlSség mar
evidens.
O

Alljtas.
Ha a piac teljes és nincsen arbitrdzs, akkor van olyan x*, amelyre optimalis.

Bizonyitas: A feltételek miatt van, mégpedig egyetlen olyan Q mérték, amely mellett az
S martingal. Legyen a H a diszkontalt kifizetésekbdl allo folyamat. Jeldlje X a H-hoz tartozo
Snell-burkolot. Az X szupermartingal, igy rendelkezik Doob—Meyer felbontassal: X = M — A,
ahol M martingal és A > 0, Ag =0 és az A névekeds. Mivel a modell teljes, ezért létezik olyan
x*, hogy a hozzé tartozé onfinanszirozé portfolio diszkontalt értékfolyamatéra Vo (z*) = Mr. A
V (z*) martingal, tehat

Viu(a*)=E ((Vr (z*) | o) =E (Mr | ) = M,.

4Ha az X szupermartingal, akkor —X is a szubmartingal, igy szupermartingalok esetén a dekompozicio X =
M — A alaku.
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Mivel Ay = 0, és miként lattuk létezik 7* optimélis megallasi id6

V() (JZ*) :VO (I’*) = Mo = MO - AO = X() = SupE(F.,—) =E (FT*) .

és
Vo(z*) = SIM, =82 (X, + An) > S0 (Hy,+A,) >
> SYH, =H,.
O
A Doob—DMeyer felbontés segitségével tovabbi optimaélis megallasi idéket is meghatarozhatunk.
Definicid.

Legyen H tetszdleges és legyen X a H Snell-burkoldja. Legyen X = M — A az X Doob—Meyer
felbontdsa. Legyen

i (w) o T ha AT (w) =0

" | min{n:A,41(w) >0} ha Ar(w)>0

Allitas.

A 7 a H egy optimdlis megdlldsi ideje. A 7** az utolsé optimdlis megdlldsi idd.

Bizonyitas: Mivel az A el6rejelezhets, ezért az A, 1 F,-mérhetd, igy
{T** = n} = Nk<n {Ak = 0} N {An+1 > 0} e F,

tehat a 7** megéllasi id6. A 7** optimalitasat az optimalitési kritérium segitségével fogjuk igazolni.
Nyilvan A” = 0, tehat

X T AT
Az M martingal, minden megakkitott martingal martingal, tehat az X7 martingal, igy a masodik
feltétel teljesiil. Megmutatjuk, hogy X« = H xx.

T-1
Xpww = X(T7"=k) X +x (77" =T) X1 =

Pl
|
_ O

= X (7" = k)max (Hp, E (Xgy1 | Fr)) + x (7" =T) Hr.

x>
Il
=]

Mivel az A elérejelezhets és az M martingal, ezért
E (Xyt1 | Fr) = E (Mg — Agsr | Fi) = My — Apga.
A {r** = k} halmazon A =0, de Ag+1 > 0, igy ezen a halmazon X = M, és
E (Xit1 | Fr) = E(Mpg1 — Ags1 | Fr) = My — Ap1 < My, = Xy,

igy ezen a halmazon
Xk = Imax (Hk,E(X]H_l ‘ fk)) = Hk
kovetkezésképpen X, .« = H,««, amely éppen az elss feltétel.

Végiil megmutatjuk, hogy a 7** az utolsé optimalis megallasi id6. Legyen 7 optimélis megalléasi
id6 és tegyiik fel, hogy egy pozitiv mértékd halmazon 7 > 7**. Ezen a halmazon az A, pozitiv.
Mivel A > 0, ezért E (A;) > 0, igy a megallasi opciokrol szolo tétel szerint

EH,)<EX,)=E(M,)-E(A,;) <E(M,)=E(My) =E(Xy) = Xy,

tehat a 7 nem lehet optimalis.



