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Az alapprobléma

Tekintsünk egy [0,T ] id½oszakot. Mekkora veszteség érhet minket az adott
id½oszak alatt? A veszteség nagysága két dologtól függ:

1 Az egyedi veszteségek nagyságától, és
2 a veszteségek gyakoriságától.

Felteszük, hogy

1 a veszteségek gyakorisága egy számláló folyamatot alkot,
2 a veszteségek nagysága egy ett½ol független valószín½uségi változókból
álló sorozat.

A megközelítés nagyrészt a biztosításmatematikából került át a
pénzügyekbe és els½osorban az operációs kockázatok modellezésére szokás
használni. A nehézség az, hogy a teljes veszteséget leíró így kapott
bonyolult valószín½uségi változó nehezen kezelhet½o analitikusan. Az
id½ohorizont általában egy év. Szemben a piaci kockázatokkal a veszteségek
nem, vagy csak részben �gyógyulnak vissza�.
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A kockáztatott érték de�níciója

De�nition
Egy adott α valószín½uséghez tartozó kockáztatott érték az a legkisebb Xα

érték, amelyre annak a valószín½usége, hogy a veszteség nagyobb lesz mint
Xα kisebb vagy egyenl½o mint α.

A CreditRisk+ modell célja az összetett veszteségeloszláshoz tartozó
kockáztatott érték kiszámolása.
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Lévy-folyamatok de�níciója

De�nition
Egy X sztochasztikus folyamatot Lévy-folyamatnak mondunk, ha

1 X (0) = 0,
2 az X független növekmény½u,
3 az X stacionárius növekmény½u,
4 az X trajektóriái jobbról folytonosak és rendelkeznek bal oldali
határértékkel.

A Lévy-folyamatok heurisztikusan olyan folyamatok, amelyek id½oben
homogén módon és véletlenszer½uen változnak. A folyamat trajektóriái vagy
folytonosak, vagy ugrások vannak bennük. Bizonyos értelemben a
Lévy-folyamatok a legegyszer½ubb és legszemléletesebb sztochasztikus
folyamatok.
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A Poisson-folyamat de�níciója

De�nition
A számláló Lévy-folyamatokat Poisson-folyamatoknak mondjuk.

Egy folyamatot számláló folyamatnak mondunk, ha a trajektóriák a
f0, 1, 2, . . .g értékeket veszik fel és monoton n½onek. Hangsúlyozni kell,
hogy a folyamat értelmezési tartománya a teljes R+ félegyenes és egy
adott id½opontig az ugrások száma nem lehet végtelen, így az ugráspontok
nem torlódhatnak. A Lévy tulajdonság azt jelenti, hogy az ugráspontok
�egyenletesen� elszórva.jelentkeznek, illetve az egyes ugrások id½opontja
között nincsen kapcsolat. Természetesen az ugrások között eltelt id½o
véletlenszer½u, de az azonos hosszúságú intervallumokba körülbelül azonos
számú ugrás esik.
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Az els½o ugrás id½opontja exponenciális eloszlást követ

Az els½o ugrás

τ1 (ω) $ inf ft : X (t,ω) = 1g = inf ft : X (t,ω) > 0g < ∞

eloszlása exponenciális eloszlást követ, ugyanis

P (τ1 > t + s) =
= P (X (t + s) = 0) = P (X (s) = 0,X (t + s)� X (s) = 0) =

= P (X (s) = 0)P (X (t + s)� X (s) = 0) =
= P (X (s) = 0)P (X (t) = 0) ,

így bizonyos 0 < λ < ∞ számra

P (τ1 > t) = P (X (t) = 0) = exp (�λt) .
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Megállási id½ok

A megállási id½ok olyan események bekövetkezésének véletlen id½opontjai,
amelyek bekövetkezésér½ol a bekövetkezés id½opontjában értesülünk.

Example
Ha valamely esemény el½oször következik be az általában megállási id½o, de
az, hogy valami utoljára következik be az nem megállási id½o. Az hogy a
folyamat átmetsz egy szintet az megállási id½o, de az, hogy a maximumát
vagy a minimumát felveszi nem megállási id½o.

Nagyon lényeges, hogy csak megállási id½o mentén lehet bámit csinálni. Ha
egy esemény bekövetkezésének id½opontja nem megállási id½o, akkor az
esemény lényegében nem �gyelhet½o meg, ugyanis bekövetkezésér½ol csak
utólag értesülünk.
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Az er½os Markov-tulajdonság

Theorem
Ha X egy Lévy-folyamat és τ < ∞ egy megállási id½o, akkor az

X � (t) $ X (t + τ)� X (τ)

újraindított folyamat

1 szintén Lévy-folyamat,
2 az X � eloszlása megegyezik az X eloszlásával
3 X � független a τ el½ott bekövetkezett eseményekt½ol.

Medvegyev (Corvinus) CreditRisk+ 2009 március 8 / 41



Az ugrások között eltelt id½o is exponeciális

Az er½os Markov-tulajdonság miatt az X �1 (t) $ X (τ1 + t)� X (τ1)
újraindított folyamat eloszlása megegyezik az X (t) folyamat eloszlásával,
így az els½o és a második ugrás között eltelt id½o

τ2 (ω) $ inf ft : X (t + τ1 (ω) ,ω) = 2g = inf ft : X �1 (t,ω) > 0g < ∞

azonos eloszlású mint a τ1 és a τ1 és a τ2 függetlenek.

Theorem
Ha az X Poisson-folyamat, akkor az ugrások között eltelt id½oszakok
azonos paraméter½u exponenciális eloszlást alkotnak és az egyes ugrások
nagysága független.
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El½orejelezhet½o megállási id½ok

De�nition
Egy τ > 0 megállási id½o el½orejelezhet½o, ha létezik megállási id½ok egy (ρn)
sorozata, amelyre ρn < τ és ρn % τ.

Theorem
A Poisson-folyamatok ugrásai nem el½orejelezhet½oek.

Ha a τ1 el½orejelezhet½o lenne, akkor az

N�n (t) $ N (ρn + t)�N (ρn)

Poisson-folyamat lenne λ paraméterrel. Az N�n els½o ugrása τ1 � ρn. De τ1
és a τ1 � ρn várható értéke 1/λ > 0. Így

1
λ
= lim

n!∞

1
λ
= lim

n!∞
E (τ1 � ρn) = E

�
lim
n!∞

(τ1 � ρn)
�
= 0,

ami lehetetlen.
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A gamma és a béta eloszlások

De�nition
Ha λ és az a pozitív számok, akkor az

f (x) $ λa

Γ (a)
xa�1 exp (�λx) , x > 0

s½ur½uségfüggvénnyel rendelkez½o eloszlást (a,λ) paraméter½u gamma
eloszlásnak mondjuk. Az eloszlást Γ (a,λ) módon jelöljük.

De�nition
Ha α és β pozitív számok, akkor az

f (x) $ Γ (α+ β)

Γ (α) Γ (β)
xα�1 (1� x)β�1 , x 2 (0, 1)

s½ur½uségfüggvénnyel rendelkez½o eloszlást (α, β) paraméter½u béta
függvénynek mondjuk. Az eloszlást B (a, β)-val szokás jelölni.
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Examples

Example

Γ (1,λ) éppen a λ paraméter½u exponenciális eloszlás.

Example

Γ (1/2, 1/2) éppen a χ21 eloszlás

Legyen ξ �= N (0, 1) és számoljuk ki a η $ ξ2 változó eloszlását. Ha
x � 0, akkor Fη (x) = P

�
ξ2 < x

�
= 0. Ha x > 0, akkor

Fη (x) = P
�
ξ2 < x

�
= P

�
�
p
x < ξ <

p
x
�
=

=
1p
2π

Z p
x

�
p
x
exp

�
� t

2

2

�
dt =

2p
2π

Z p
x

0
exp

�
� t

2

2

�
dt.

Deriválva, ha x > 0, akkor

fη (x) =
2p
2π

exp
�
�y

2

2

�����
y=
p
x

1
2
p
x
=

1p
2πx

exp
�
�x
2

�
.
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A béta és a gamma függvény közötti kapcsolat

Example

B (x , y) =
Γ (x) Γ (y)
Γ (x + y)

!

Legyen

Γ (x ,λ) $
Z ∞

0
tx�1 exp (�λt) dt, x ,λ > 0.

u = tλ helyettesítéssel

Γ (x ,λ) =
Z ∞

0

� u
λ

�x�1
exp (�u) du

λ
=

Γ (x)
λx

.
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Az egyik oldalról kiszámolva

s = t/ (1� t) helyettesítéssel

I $
Z ∞

0
Γ (x + y , 1+ s) sx�1ds =

Z ∞

0
Γ (x + y)

sx�1

(1+ s)x+y
ds =

= Γ (x + y)
Z ∞

0
(1+ s)�(x+y ) sx�1ds =

= Γ (x + y)
Z 1

0

�
1+

t
1� t

��(x+y ) � t
1� t

�x�1 1

(1� t)2
dt =

= Γ (x + y)
Z 1

0

�
1

1� t

��(x+y ) � t
1� t

�x�1 1

(1� t)2
dt =

= Γ (x + y)
Z 1

0
tx�1 (1� t)y�1 dt $ Γ (x + y)B (x , y) .
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Másik oldalról kiszámolva

I $
Z ∞

0
Γ (x + y , 1+ s) sx�1ds $

$
Z ∞

0

Z ∞

0
exp (�t (1+ s)) tx+y�1sx�1dtds =

=
Z ∞

0

Z ∞

0
exp (�t (1+ s)) tx+y�1sx�1dsdt =

=
Z ∞

0
tx+y�1 exp (�t)

Z ∞

0
exp (�ts) sx�1dsdt $

$
Z ∞

0
tx+y�1 exp (�t) Γ (x , t) dt =

=
Z ∞

0
tx+y�1 exp (�t) Γ (x)

tx
dt $

$ Γ (x)
Z ∞

0
ty�1 exp (�t) dt = Γ (x) Γ (y) .
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The density function of the Gaussian distribution

Example
Calculate the integral Z ∞

�∞
exp

�
�x2

�
dx !

I $
Z ∞

0

Z ∞

0
x exp

�
�x2

�
1+ t2

��
dxdt =

=
Z ∞

0

"
exp

�
�x2

�
1+ t2

��
�2 (1+ t2)

#∞

0

dt =

=
1
2

Z ∞

0

1
1+ t2

dt =
π

4
.
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Valószín½uségi változók összege

Theorem
Ha ξ és η független valószín½uség változók és a ξ s½ur½uségfüggvénye f az η
s½ur½uségfüggvénye g , akkor a ξ + η s½ur½uségfüggvénye létezik és éppenZ ∞

�∞
f (z) g (x � z) dz .

Fξ+η (x) = P (ξ + η < x) =
Z ∞

�∞
E (χ (ξ + η < x) j ξ = z) dF (z) =

=
Z ∞

�∞
P (z + η < x j ξ = z) dF (z) =

Z ∞

�∞
P (η < x � z) f (z) dz

Ezt elég x szerint deriválni.
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Nem negatív valószín½uségi változók konvolúciója

Ha ξ � 0 és η � 0, akkor a konvolúciós integrálZ x

0
f (z) g (x � z) dz

alakra egyszer½usödik.
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Független gamma eloszlások összege

Theorem
Ha a τi független Γ (ai ,λ) eloszlásúak, akkor a ∑n

i=1 τi eloszlása
Γ (∑n

i=1 ai ,λ) .

Z x

0

λa

Γ (a)
(x � t)a�1 exp (�λ (x � t)) λb

Γ (b)
tb�1 exp (�λt) dt =

=
λa+b

Γ (a) Γ (b)
exp (�λx)

Z x

0
(x � t)a�1 tb�1dt =

=
λa+b

Γ (a) Γ (b)
exp (�λx)

Z 1

0
(x � xz)a�1 (xz)b�1 xdz =

=
λa+b

Γ (a) Γ (b)
exp (�λx) xa+b�1

Z 1

0
(1� z)a�1 zb�1dz =

=
λa+b

Γ (a+ b)
exp (�λx) xa+b�1.
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Poisson-folyamat ugrásainak id½opontja

Corollary

Egy Poisson-folyamat n-dik ugrásának id½opontja Γ (n,λ) .

Corollary

A χ2n eloszlása Γ (n/2, 1/2)..
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Poisson-folyamat és a Poisson-eloszlás

Corollary
Ha X Poisson-folyamat és λ az ugrásokhoz tartozó exponenciális eloszlás
paramétere, akkor

P (X (t) = n) =
(λt)n

n!
exp (�λt) .

Legyen σn $ ∑n
k=1 τk . A σn+1 eloszlása Γ (n+ 1,λ).

P (X (t) < n+ 1) = P (σn+1 > t) =
Z ∞

t

λn+1

Γ (n+ 1)
xn exp (�λx) dx =

=

"
λn+1xn

Γ (n+ 1)
exp (�λx)
�λ

#∞

t

+
Z ∞

t
n

λnxn�1

Γ (n+ 1)
exp (�λx) dx =

=
(λt)n

n!
exp (�λt) +P (X (t) < n) .
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Poisson-folyamat és a Poisson-eloszlás

P (X (t) = n) = P (X (t) < n+ 1)�P (X (t) < n) = (λt)n

n!
exp (�λt) .
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Poisson-eloszlás szimulálása

L $ exp (�λ), k $ 0 and p $ 1.
do:

k $ k + 1
u egyenletes eloszlás generálásas a [0, 1] szakaszon
p $ p � u

while p � L.
return p � 1.

Logaritmust véve ∑ ln ui � �λ vagyis ∑
�
� 1

λ ln ui
�
� 1.Az �1/λ ln ui

eloszlása

P
�
� 1

λ
ln ui < x

�
= P (ln ui > �λx) = P (ui > exp (�λx)) = 1� exp (�λx) ,

ami exponenciális.
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A CreditRisk+ model

Legyen T > 0 rögzített intervallum. Mennyi veszteség keletkezik a [0,T ]
szakaszon? Tegyük fel, hogy

1 a veszteségek bekövetkezése Poisson-folyamat szerint alakul
2 a veszteségek eloszlása azonos
3 a veszteségek függetlenek.

Keresend½o
Xα $ inf fX : P (Loss > X ) � αg $ Varα
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A veszteség folyamat

Az össszetett veszteség Loss = ∑∞
k=0 χ (σk � T ) ξk ahol (σk ) az ugrások

id½opontja és ξk a σk id½opontban bekövetkez½o veszteség A legegyszer½ubb a
Laplace-transzformáció kiszámolása. Ha P (N = k) $ pk , akkor

LLoss (s) $ E (exp (�s � Loss)) = E (E (exp (�s � Loss) j N = k)) =

=
∞

∑
k=0

E (exp (�s � Loss) j N = k) � pk =

=
∞

∑
k=0

E

 
exp

 
�s �

k

∑
i=0

ξ i

!!
� pk =

=
∞

∑
k=0

(E (exp (�s � ξ)))k pk = G
�
Lξ (s)

�
ahol G (z) $ ∑∞

k=0 z
kpk az ugrások számának generátorfüggvénye.
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A generátorfüggvény kiszámolása

Example
Ha a veszteségek száma Poisson-eloszlást követ, akkor

G (z) $
∞

∑
k=0

zk
λk

k !
exp (�λ) = exp (�λ)

∞

∑
k=0

(zλ)k

k !
=

= exp (�λ) exp (zλ) = exp (λ (z � 1)) .

Ha a veszteségek nagysága exponenciális eloszlást követ µ paraméterrel:

Lξ (s) =
Z ∞

0
µ exp (�µx) exp (�sx) dx = µ

Z ∞

0
exp (� (µ+ s) x) dx =

= µ

�
�exp (�µ+ s) x

µ+ s

�∞

0
=

µ

µ+ s

LLoss (s) = exp
�

λ

�
µ

µ+ s
� 1
��

= exp
� �λs

µ+ s

�
.
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A Poisson-eloszlás paramétere is véletlen

A Poisson-folyamat paramétere számos küls½o tényez½ot½ol függ. Így nem
tudjuk a λ partaméter értékét. Tegyük fel, hogy a feltételes eloszlása lesz
Poisson

P (N = n j λ) =
λn

n!
exp (�λ) .

Tegyük fel, hogy a λ eloszlása (α, β) paraméter½u gamma eloszlást alkot,
ahol (α, β) a küls½o tényez½ok eloszlásának függvénye. Mi lesz az N
eloszlása?

P (N = n) = E (P (N = n j λ)) =
1
n!
(E (λn exp (�λ)))
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A gamma eloszlással való keverés

A gamma eloszlás s½ur½uségfüggvényének képlete alapján

E (λγ exp (λz)) =
Z ∞

0
λγ exp (λz)

βα

Γ (α)
λα�1 exp (�βλ) dλ =

=
βα

Γ (α)

Z ∞

0
λγ+α�1 exp (� (β� z) λ) dλ =

=
βαΓ (α+ γ)

Γ (α) (β� z)α+γ � 1 =
Γ (α+ γ)

βγΓ (α) (1� z/β)α+γ

ahol β > z és α+ γ > 0.
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Gamma eloszlással való keverés

Ha z = �1, γ = n akkor mivel Γ (x + 1) = xΓ (x)

P (N = n) =
Γ (α+ n)
n!Γ (α)

1
βn

1

(1+ 1/β)α+n =

=
(α+ n� 1) Γ (α+ n� 1)

n!Γ (α)
1
βn

1

(1+ 1/β)α+n = � � � =

=

n�1
∏
k=0

(α+ k) Γ (α)

n!Γ (α)
1
βn

1

(1+ 1/β)α+n $
�

α+ n� 1
n

�
pαqn

ahol p = β/ (1+ β) , q = 1/ (1+ β) . Ezt negatív binomiális eloszlásnak
mondják. Ha α = 1 a gamma eloszlás exponenciális. Ekkor

P (N = n) = pqn.
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A negatív binomiális eloszlás

Ha n egy természetes szám, akkor Γ (n) = (n� 1)! Így de�níció szerint

�
α+ n� 1

n

�
$ Γ (α+ n)

n!Γ (α)
=

n�1
∏
k=0

(α+ k)

n!
.

Másoldalról

��α

n

�
$ �α (�α� 1) . . . (�α� n� 1)

n!
= (�1)n

n�1
∏
k=0

(α+ k)

n!
.

Következésképpen

P (N = n) = (�1)n
��α

n

�
pαqn.
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A negatív binomiális eloszlás generátorfüggvénye

A Poisson eloszlás generátorfüggvényét és a gamma eloszlás
s½ur½uségfüggvényét használva

G (z) $ E
�
zN
�
= E

�
E
�
zN j λ

��
$ E (Gλ (z)) =

=
Z ∞

0
Gλ (z) �

βα

Γ (α)
λα�1 exp (�βλ) dλ =

=
Z ∞

0
exp (λ (z � 1)) � βα

Γ (α)
λα�1 exp (�βλ) dλ =

=
βα

Γ (α)

Z ∞

0
λα�1 exp (�λ (β+ 1� z)) dλ =

=
βα

Γ (α)
Γ (a, β+ 1� z) = βα

Γ (α)
Γ (α)

(β+ 1� z)α =

�
β

β+ 1� z

�α

Medvegyev (Corvinus) CreditRisk+ 2009 március 31 / 41



A veszteségek Laplace-transzformációjának képletét
használva

Example
Ha a veszteségek nagysága exponenciális µ paraméterrel, akkor

LLoss (s) = G (Lθ (z)) =

 
β

β+ 1� µ
µ+s

!α

.
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A veszteségek generátorfüggvénye

Tegyük fel, hogy a lehetséges eloszlásokat egy diszkrét eloszlással
közelítjük. Tegyük fel, hogy a veszteségek valószín½usége (rj )

M
j=0 .

G (z) $
∞

∑
n=0

P (L = n) zn $
∞

∑
n=0

Anzn = E
�
zL
�
= E

�
E
�
zL
�
j N = k

�
=

= E
�
E
�
z∑N

k=1 ξk
�
j N = k

�
= ∑

k

E
�
z∑k

i=1 ξ i
�
� pk =

= ∑
k

�
E
�
zξ
��k

� pk = F (P (z)) ,

ahol P (z) $ ∑M
j=0 z

j rj veszteség generátorfüggvénye és F veszteség
frekvenciáinak generátorfüggvénye.
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A veszteségek generátorfüggvénye, egy példa

Example
Ha a lehetséges veszteségek 1, 2 és 4, millió és ezek bekövetkezési
valószín½uségai r1 = 0, 1, r2 = 0, 4 és r4 = 0, 5, akkor

P (z) = 0, 1z + 0, 4z2 + 0z3 + 0, 5z4.
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A veszteségek generátorfüggvénye, egy példa

Ha a bekövetkezések száma Poisson-eloszlást alkot, akkor

F (z) $
∞

∑
k=0

λk

k !
exp (�λ) zk = exp (λ (z � 1)) .

Vezessük be a µj $ λrj jelölést. Ekkor

P (z) =
M

∑
j=0
rjz j $

M

∑
j=0

µj
λ
z j .

bP (z) $ λP (z) =
M

∑
j=0

µjz
j

Medvegyev (Corvinus) CreditRisk+ 2009 március 35 / 41



Leibnitz formula

Theorem

(uv)(n) = ∑n
k=0 (

n
k)u

(k )v (n�k ).

Indukcióval lehet igazolni. Ha n = 0 és n = 1 akkor a formula közismerten
igaz..

(uv)(n+1) =
n

∑
k=0

�
n
k

��
u(k )v (n�k )

�0
=

=
n

∑
k=0

�
n
k

��
u(k+1)v (n�k ) + u(k )v (n+1�k )

�
=

=

�
n
0

�
v (n+1) +

n

∑
k=1

u(k )v (n+1�k )
��

n
k

�
+

�
n

k � 1

��
+

�
n
n

�
u(n+1) =

=

�
n+ 1
0

�
v (n+1) +

n

∑
k=1

u(k )v (n+1�k )
�
n+ 1
k

�
+

�
n+ 1
n+ 1

�
u(n+1) =

=
n+1

∑
k=0

�
n+ 1
k

�
u(k )v (n+1�k ).
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Panjer rekurzió

A Poisson-eloszlás képletét használva

An $ P (L = n) =
1
n!
G (n) (0) ,

akkor
1
n!
G (n) (0) =

1
n!
dn�1

dzn�1

�
d
dz
G (0)

�
=
1
n!
dn�1

dzn�1

�
λG (z)

d
dz
P (z)

�
=

=
1
n!
dn�1

dzn�1

�
G (z)

d
dz

λP (z)
�
=
1
n!
dn�1

dzn�1

�
G (z)

d
dz
bP (z)� =

=
1
n!

n�1
∑
k=0

�
n� 1
k

�
G (n�k�1) (0) bP (k+1) (0) =

=
n�1
∑
k=0

1
n!

�
n� 1
k

�
An�k�1 (n� k � 1)! (k + 1)!µk+1 =

=
n�1
∑
k=0

k + 1
n

An�k�1µk+1.
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Panjer rekurzióban szerepl½o konstansok

Egyszer½uen számolva

1
n!

�
n� 1
k

�
(n� k � 1)! (k + 1)! =

=
1
n!

(n� 1)!
k ! (n� 1� k)! (n� k � 1)! (k + 1)! =

=
k + 1
n

.

Az iteráció induló értéke G (0) = exp (λ (P (0)� 1)) .
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Generalization

What does happen if the distribution of the events is not Poisson? Assume
that the generator function of the losses G has the property

d
dz
ln (G (z)) =

A (z)
B (z)

=
∑r
k=0 akz

k

∑s
k=0 bkzk

.

That is

B (z)
d
dz
G (z) = G (z)A (z) .
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A negatív binomiális eloszlással számolva

Example
A negatív binomiális eloszlással számolva

d
dz
ln
�

β

β+ 1� P (z)

�α

=

d
dz

�
β

β+1�P (z )

�α

�
β

β+1�P (z )

�α =
d
dz (β+ 1� P (z))

�α

(β+ 1� P (z))�α

=
�α (β+ 1� P (z))�α�1 P 0 (z)

(β+ 1� P (z))�α =
�αP 0 (z)

β+ 1� P (z) $
A (z)
B (z)
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Általánosítás

 
s

∑
k=0

bkz
k

! 
∞

∑
n=0

(n+ 1)An+1zn
!
=

r

∑
k=0

akz
k

 
∞

∑
n=0

Anzn
!
.

A zn-hez tartozó tagok

min(s ,n)

∑
j=0

bj (n+ 1� j)An+1�j ,
min(r ,n)

∑
i=0

aiAn�i

amib½ol

b0 (n+ 1)An+1 =
min(r ,n)

∑
i=0

aiAn�i �
min(s ,n)

∑
j=1

bj (n+ 1� j)An+1�j

ami egy rekurzió az (An).sorozatra.
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