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Az alapprobléma

Tekintsiink egy [0, T| idészakot. Mekkora veszteség érhet minket az adott
idészak alatt? A veszteség nagysaga két dologtdl fiigg:

Q Az egyedi veszteségek nagysagdatdl, és
@ a veszteségek gyakorisagdatdl.

Feltesziik, hogy

© a veszteségek gyakorisdga egy szamlalé folyamatot alkot,

Q a veszteségek nagysdga egy ettél fiiggetlen valdszinliségi valtozékbal
allé sorozat.

A megkozelités nagyrészt a biztositdsmatematikabdl keriilt at a
pénziigyekbe és elsdsorban az operdcids kockdzatok modellezésére szokds
haszndlni. A nehézség az, hogy a teljes veszteséget leird igy kapott
bonyolult valdsziniiségi valtozé nehezen kezelhetd analitikusan. Az
idéhorizont altaldban egy év. Szemben a piaci kockdzatokkal a veszteségek
nem, vagy csak részben ,gydgyulnak vissza".
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A kockaztatott érték definicidja

Definition

Egy adott « valdsziniiséghez tartozé kockdztatott érték az a legkisebb X,
érték, amelyre annak a valdszinlisége, hogy a veszteség nagyobb lesz mint
X, kisebb vagy egyenlé mint a.

A CreditRisk+ modell célja az &sszetett veszteségeloszlashoz tartozé
kockaztatott érték kiszamoldsa.

Medvegyev (Corvinus) CreditRisk+ 2009 maércius



Lévy-folyamatok definicidja

Definition
Egy X sztochasztikus folyamatot Lévy-folyamatnak mondunk, ha
Q@ X (0) =0,

@ az X fiiggetlen ndvekményii,
© az X staciondrius névekményii,

@ az X trajektoriai jobbrol folytonosak és rendelkeznek bal oldali
hatdrértékkel.

A Lévy-folyamatok heurisztikusan olyan folyamatok, amelyek idében
homogén mdédon és véletlenszeriien vdltoznak. A folyamat trajektéridi vagy
folytonosak, vagy ugrasok vannak benniik. Bizonyos értelemben a
Lévy-folyamatok a legegyszeriibb és legszemléletesebb sztochasztikus
folyamatok.
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A Poisson-folyamat definiciéja

Definition

A szaml3lé Lévy-folyamatokat Poisson-folyamatoknak mondjuk.

Egy folyamatot szdmlalé folyamatnak mondunk, ha a trajektéridk a
{0,1,2,...} értékeket veszik fel és monoton nének. Hangslyozni kell,
hogy a folyamat értelmezési tartomanya a teljes IR félegyenes és egy
adott idOpontig az ugrdsok szama nem lehet végtelen, igy az ugrdspontok
nem torlédhatnak. A Lévy tulajdonsdg azt jelenti, hogy az ugraspontok
~egyenletesen” elszérva.jelentkeznek, illetve az egyes ugrdsok idépontja
kozott nincsen kapcsolat. Természetesen az ugrasok kozott eltelt id6
véletlenszer(l, de az azonos hosszlisagl intervallumokba koriilbeliil azonos
szamu ugras esik.
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Az elsé ugras idopontja exponencialis eloszlast kdvet

Az elsé ugras
T1(w) =inf{t: X (t,w) =1} =inf{t: X (t,w) >0} < o0
eloszldsa exponencidlis eloszlast kovet, ugyanis

P(Tl >t+5):
=P (X(t+s)=0)=P(X(s)=0,X(t+s)—X(s)=0) =
=P(X(s)=0)P(X(t+s)—X(s
=P(X(s)=0)P(X(t)=0
igy bizonyos 0 < A < oo szamra

P(t1 >1t)=P (X (t) =0) =exp(—At).
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Megallasi idok

A megilldsi idok olyan események bekovetkezésének véletlen idépontjai,
amelyek bekdvetkezésérdl a bekovetkezés idépontjaban értesiiliink.

Ha valamely esemény el8szor kdvetkezik be az dltaldban megalldsi id6, de
az, hogy valami utoljdra kovetkezik be az nem megalldsi id6. Az hogy a
folyamat dtmetsz egy szintet az megallasi id6, de az, hogy a maximumat
vagy a minimumat felveszi nem megdllasi idé.

Nagyon lényeges, hogy csak megalldsi idé mentén lehet bamit csindlni. Ha
egy esemény bekovetkezésének idépontja nem megallasi id6, akkor az
esemény lényegében nem figyelhetd meg, ugyanis bekdvetkezésérél csak
utdlag értesiiliink.
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Az er6s Markov-tulajdonsdg

Ha X egy Lévy-folyamat és T < oo egy megalldsi id6, akkor az

X (t)=X(t+71)—X(7)

djrainditott folyamat

@ szintén Lévy-folyamat,
Q az X* eloszldsa megegyezik az X eloszlasdval

Q X* fiiggetlen a T elbtt bekbvetkezett eseményektdl.
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Az ugrasok kozott eltelt id6 is exponecidlis

Az er8s Markov-tulajdonsdg miatt az X;* (t) = X (11 +t) — X (11)
djrainditott folyamat eloszldsa megegyezik az X (t) folyamat eloszldsaval,
igy az els6 és a masodik ugras kozott eltelt ido

T2 (W) Zinf{t: X (t+ 71 (w) ) =2} =inf {t: X} (t,w) > 0} < 0

azonos eloszldst mint a T1 és a 71 és a T, fliggetlenek.

Ha az X Poisson-folyamat, akkor az ugrdsok kézétt eltelt idészakok

azonos paraméterii exponencialis eloszldst alkotnak és az egyes ugrdsok
nagysaga fiiggetlen.
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Elérejelezhetd megallasi idok

Definition

Egy T > 0 megillasi id6 elbrejelezhetd, ha létezik megélldsi idék egy (p,)
sorozata, amelyre p. < Tésp, /' T.

A Poisson-folyamatok ugrdsai nem elérejelezhetbek.

Ha a 7; elérejelezhetd lenne, akkor az

Ny (8) = N(p, +1) = N(p,)

Poisson-folyamat lenne A paraméterrel. Az N elsé ugrdsa 71 —p,. De 11
ésa 71 — p, varhato értéke 1/A > 0. Igy

1 .

—=lim — =

A n—oo A _nlinooE(Tl_pn) :E<nllnoo(Tl_pn)> :0,

ami lehetetlen.
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A gamma és a béta eloszlasok

Ha A és az a pozitiv szamok, akkor az

Aa

f(x)ézfzgjx*4exp(—Ax), x>0
stirliségfiiggvénnyel rendelkezd eloszlast (a, A) paraméter(i gamma
eloszldsnak mondjuk. Az eloszlast I' (a, A) médon jeldljiik.

Ha « és B pozitiv szamok, akkor az
o [(atp)
['(@) I (B)

siiriségfiiggvénnyel rendelkezé eloszldst («, B) paraméterii béta
fiiggvénynek mondjuk. Az eloszlast B (a, B)-val szokas jeldIni.

f (x) XT1—x)Pt, xe(01)
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I'(1,A) éppen a A paraméterii exponenciilis eloszlds.

[ (1/2,1/2) éppen a x? eloszlas \

Legyen ¢ = N (0,1) és szamoljuk ki a7 = & véltoz6 eloszlasat. Ha
x <0, akkor F, (x) = P (&> < x) = 0. Ha x > 0, akkor

Fr(x) = P(Z<x)=P(-Vx<g<Vx) =
_ \/ﬁ/ exp< 2>dt \/%/Oﬁexp<—t2)dt.

Derivalva, ha x > 0, akkor

) = = (-2

1 1 X
om 25 Vamx (-2)
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A béta és a gamma fliggvény kozotti kapcsolat

T(x)T(y)
BN =Tty

Legyen

F(x,)\)é/ P Lexp (—At)dt, x A > 0.
0

u = tA helyettesitéssel

I'(x,A)= /Ooo <%)Xﬁl exp (—u) % = F/i)):)
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Az egyik oldalrél kiszamolva

s =t/ (1 —t) helyettesitéssel

[e9) sxfl

| = /OOI' x+vy,1+s sx_ldSZ/ I'ix+y)——————ds =
0 ( y ) 0 ( y)(1+s)x+y

_ r(x+y)/0 (145) ) ox-1gs =

1 ¢ —(x+y) ¢ x—1 1
= Ty [ <1+1_t> (1_t> Ten

= T(x+y)/01 (11_t>(x+y) (1it>x1 (1_1t)2dt:

1
= Tlcky) [ A ST (k) By,
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Masik oldalrél kiszamolva

)= / T(x+y, 1+s)s lds=
0

/ exp (—t (1+5)) V1 dtds =
0

/ ex (1+5)) Y1 Tdsdt =
0

J
J
= / t”y*lexp(—t)/ exp (—ts) s*Ldsdt =
0 0
s [Tetep (-
0

Medvegyev (Corvinus) CreditRisk+ 2009 maércius 15 / 41



The density function of the Gaussian distribution

Calculate the integral

—
[lo

//xexp 1—|—t))dxdt=
- [exp(—x (1+12)

—2(1+t?)

_1/°° 1 dt—ﬂ
2o 142 47

dt =
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Valészinliségi valtozok Osszege

Ha ¢ és n fiiggetlen valdsziniiség vdltozok és a ¢ stirliségfiiggvénye f az 1y
stirtiségfiiggvénye g, akkor a ¢ + 1 stiriiségfiiggvénye létezik és éppen

/oo f(z)g(x—z)dz.

—00

[ee]

Ferg () =P@E+n<x)= | E@(@+n<x)|¢{=2)dF(z)=

:/_o; (z+n <x|E=2)dF (2) = / P(y<x—2)f(z)dz

Ezt elég x szerint derivalni.
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Nem negativ valésziniiségi valtozék konvolicidja

Ha ¢ > 0 és 7 > 0, akkor a konvollicids integral

/Oxf(z)g(x—z)dz

alakra egyszeriisodik.
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Fliggetlen gamma eloszlasok Gsszege

Ha a t; fiiggetlen T (a;, A) eloszldstiak, akkor a Y[, T; eloszldsa

[(XiiiaiA).

X a b
/0 T (a) (x — t)a—l exp (—A (x —t)) F)Eb) t6~ exp (—At) dt =

Aa+b

= T OP ) [, o0 e

e () [ (xme) ™ (s2) e =
_F(a)r(b)eXp x) | (x—xz xdz =
= ﬂ exp (—Ax) x2+b71 /1 (1—2)" 2 dz =
I'(a)T (b) 0
Aa+b b1
= mexp(—}\x)x .
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Poisson-folyamat ugrasainak idépontja

Egy Poisson-folyamat n-dik ugrdsdnak idépontja I' (n, A) .

A x? eloszldsa T (n/2,1/2)..
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Poisson-folyamat és a Poisson-eloszlas

Ha X Poisson-folyamat és A az ugrdsokhoz tartozé exponencidlis eloszlds
paramétere, akkor

)

P(X(t)=n) ="

exp (—At) .

Legyen 0 =Y i1 Tk. A 0py1 eloszldsa T (n+1,1).

00 An+1 .,
P(X(t)<n+1)—P((7,,+1>t)—/t mx exp (—Ax) dx =
ATFx" exp (—Ax) ~ o AMxn-l
T+ 1) _— t +/t nil"(n—kl)eXp(_AX)dX_

AL o (-A8) + P (X (1) < ).

n
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Poisson-folyamat és a Poisson-eloszlas

P(X(t)=n)=P(X(t)<n+1)—P(X(t)<n)= (/\n?n exp (—At).
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Poisson-eloszlas szimuldlasa

L=exp(—A), k=0 and p=1.

do:
k=k+1
u egyenletes eloszlds generdldsas a [0,1] szakaszon
p=p*u

while p > L.

return p—1.

Logaritmust véve Y Inu; > —A vagyis ) (—% In u,-) <1Az —1/Alny;
eloszlasa

1
P <—A Inu; < x) =P(lnu; > —Ax) =P (ui > exp(—Ax)) =1 —exp (—/

ami exponenciilis.
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A CreditRisk+ model

Legyen T > 0 rogzitett intervallum. Mennyi veszteség keletkezik a [0, T]
szakaszon? Tegyiik fel, hogy

©Q a veszteségek bekovetkezése Poisson-folyamat szerint alakul

@ a veszteségek eloszldsa azonos

© a veszteségek fliggetlenek.

Keresendd
Xy =inf {X :P(Loss > X) < a} = Var,
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A veszteség folyamat

Az ossszetett veszteség Loss = Y i o x (0k < T) ¢, ahol (0k) az ugrasok
idépontja és ¢, a o idépontban bekovetkezd veszteség A legegyszeriibb a
Laplace-transzformécié kiszamoldsa. Ha P (N = k) = py, akkor

Lioss(s) = E(exp(—s-Loss)) =E(E(exp(—s-Loss)|N=k))=

= Y E(exp(—s-Loss) | N=k) p=
k=0

(i) o

(E(exp (—s-8)))" px = G (L (s))

I
e

=
Il

I
agk:

=
Il
o

ahol G (z) = Y32, z"px az ugrasok szamanak generatorfiiggvénye.
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A generatorfiiggvény kiszamoldsa

Ha a veszteségek szama Poisson-eloszldst kovet, akkor

[} k 0 k
G(z) = Z sz exp (—A) =exp(—A) E (Z/i\') =
k=0 k :

= exp(—A)exp(zA) = exp (A (z —?)) :

Ha a veszteségek nagysdga exponencialis eloszlast kévet y paraméterrel:
Lz (s) = / pexp (—px)exp (—sx) dx = y/ exp(— (u+s)x)dx =
0

_ V[ exp (—p +5) x ]“’ M
pu+s o HTts

tias(5) = o (A (1 1)) =ew (72

Medvegyev (Corvinus) CreditRisk+ 2009 maércius 26 / 41



A Poisson-eloszlds paramétere is véletlen

A Poisson-folyamat paramétere szamos kiilsé tényezétdl fiigg. gy nem

tudjuk a A partaméter értékét. Tegyiik fel, hogy a feltételes eloszldsa lesz

Poisson )

P(N:n|/\):)r:—!exp(—/\).

Tegyiik fel, hogy a A eloszldsa («, B) paraméterii gamma eloszldst alkot,
ahol («, B) a kiilsé tényezdk eloszldsanak fiiggvénye. Mi lesz az N
eloszldsa?

P(N=n)=E(P(N=n|1) = (EQ exp(-A))
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A gamma eloszlassal valé keverés

A gamma eloszlds siirliségfiiggvényének képlete alapjan

E(A"exp (Az)) = /O T exp (A2) Fi) A" Lexp (—BA) dA =

= F/zl:c) /Ooo AT L exp (= (B—2)A) dA =

pla+y) | _ I'(a+7)
T(a) (B—2)""" BT (a) (1—z/B)"""

ahol B>z ésa+ vy >0.
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Gamma eloszldssal vald keverés

Ha z = —1, v = n akkor mivel I' (x +1) = xI" (x)

_ :F(oc+ n) 1 1 _
P(N_ ) n!l-( ) IBn (1+1/ﬂ)a+n
(a+n-—1T(a+n-1) 1 1

n!T () B (1+1/B)*"
_EIIX_Fk 1 1 i(zx+n—1>mn
B nT(x) B (1+1/p)"" n P

ahol p=B/(1+pB), g=1/(1+ B). Ezt negativ binomiilis eloszldsnak
mondjdk. Ha &« = 1 a gamma eloszlas exponencialis. Ekkor
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A negativ binomidlis eloszlas

Ha n egy természetes szam, akkor T (n) = (n — 1)! gy definicié szerint

]
—

[ (x+k)

(zx—l—n—l) L T(a+n) i

n

n'l (&) n!

Madsoldalrdl
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A negativ binomiilis eloszlds generatorfiiggvénye

A Poisson eloszlds generdtorfiiggvényét és a gamma eloszlas
siirliségfiiggvényét haszndlva

G(z)E (") =E(E(" 1)) 2E(Gi(2) =

_/ Gy (2 -r[z“ AL exp (—BA) dA =
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A veszteségek Laplace-transzformdacidjanak képletét
hasznalva

Ha a veszteségek nagysdga exponencialis u paraméterrel, akkor

Lioss (5) = G (Ly (2)) = <Lﬂ> |

B+1-k
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A veszteségek generdtorfiiggvénye

Tegyiik fel, hogy a lehetséges eloszldsokat egy diszkrét eloszldssal
kozelitjiik. Tegyiik fel, hogy a veszteségek valdsziniisége (rj)j:0 .

[ee]

P(L=nz"2=Y Az"=E(zt) =E(E(z") IN=) -

n=0

E (;La) N = k) =YE (zz,*zlc,-) o =

k

= L(E(#)) m=rre.

G(z) =

gk

3
Il

= E

~~ N\ ©

ahol P (z) = Zjl\io Z/r; veszteség generatorfiiggvénye és F veszteség
frekvencidinak generatorfiiggvénye.
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A veszteségek generatorfiiggvénye, egy példa

Ha a lehetséges veszteségek 1,2 és 4, milli6 és ezek bekdvetkezési
valésziniiségai n = 0,1, » = 0,4 és r, = 0,5, akkor

P(z) =0,1z 40, 47° +02° + 0,52
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A veszteségek generatorfiiggvénye, egy példa

Ha a bekovetkezések szama Poisson-eloszldst alkot, akkor

o k

F(z)=), /\—exp(—/\)zk =exp(A(z—1)).

= k!

Vezessiik be a ji; = Ar; jeldlést. Ekkor

MM

P(z) = erzf = Z S 7
j=0 j=0
. M

P(z) =AP(z) = Zyjzf
j=0
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Leibnitz formula

()™ = Ty () ulOv(r),

Indukcidval lehet igazolni. Ha n = 0 és n = 1 akkor a formula kdzismerten
igaz..

(uv)(n+1) _ i (Z) (u(k)v(nfk)>/ _

k=0
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Panjer rekurzié

A Poisson-eloszlas képletét haszndlva

A, =P(L=n)==G"(0),
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Panjer rekurziéban szereplé konstansok

Egyszeriien szamolva

1(”;1) (n—k—1)1(k+ 1)l =

n!
1 (n—=1)!

_ ok — 1) =
n!k!(n—l—k)!(n k—1)!(k+1)!
_k+1
-—

Az iteréci6 induld értéke G (0) =exp (A (P (0) —1)).
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Generalization

What does happen if the distribution of the events is not Poisson? Assume
that the generator function of the losses G has the property

d _A(2) _ TioaZ®
e In(G(2)) = B(2) Y bt

That is

B(2) L6 (2)=G(2)A(2).

dz
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A negativ binomidlis eloszlassal szamolva

Example

A negativ binomidlis eloszldssal szamolva

d B “ @ )“_ L (B+1-P(2)"
i rat) - Hml

p+1- ﬁ+1ﬁp())“ (B+1-P(2)"
_—a(B+1-P@) P (1) _ —aP'(2) L A(2)
(B+1-P(2))™" p+1-P(z) B(2)
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Altaldnositas

n=0

A z"-hez tartozé tagok

min(s,n) min(r,n)
bj (n+1—j)Ans1-j, Y aiAn
=0 =0
amibél
min(r,n) min(s,n)
bo (n—|—1) Apr1 = Z ajAn—_;i — Z bj (n—l—l—j) An+1—j
i=0 j=1

ami egy rekurzié az (A,).sorozatra.
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